
������������	
	����
���	
	����
�

�������	
 ���

�������	
	���



� �������	

�
�
�
�
� �

�
���	
�

�
��

����������
��
�

� �2

�������	
��
�
�����
�������	
 �����	

���������	
��
 ���������������������	
 ����������������
�����

��������	

�� � � �� ������ �	
� ���
���� �
������� ��
��
����� �
�������� ���� !�"#����� ��������������

�� ����������	
��
�����������������	����
��������
�������������������� �!�
� 37 �"�#$%������&���&'(���)

�� ���������
��������*+,-./�0���0�&�12���3$45���6�&���7�#�&����8���#)

�� �����������
����
��������
������������	���������
��
�"9%��3$+5��:��;��<=,���6�&���7�#���&����8���#)

� ����������	����������
��������	
��
����������	�����������������

	� ����� ������	
���!�"#$%&'()#
���������*�(+����&	
��,-�� ������	
�&�"#$%&'()#
� �����������

��
x +∫
�

��
� �

�����,./&0
&12�

�� 1 sin 2x dx∫ − �����,./&0
&12�

��
4

0

| 2 x | dx−∫ �����,./&0
&12�

��
��

10

0

sin x dx∫ ������,./&0
&12�

�
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2

d y dy
= 1+

dxdx

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
�>?#&�(�@�A�B7�#���A>4#�$4����C�&����8���#)

$���%&'()

��� ������ ��*�+,� -�.	� /�0!� �
����
������� ��
��
����� �
�������� ���� !�"#� ����������

��� ��������������
��3$45�#�������
�����DE���F@G�H%>4#�"�$4�����!��>?#&�(�<=,�� �!�
�&����8���#)

��� �����−
�−��+	�
��������−��−
�−1�
�������−��−���
�"9%��3$+5���I��&�/	
��&���&'(���)

��� ����������

�"9%�J��K�3$45��>?#&�(�:$%(�/	
$4��9+�L��M��� �!�
���� �&�/	
���9+NLO�����P>4�$4� ���
��6�&���7=���&����8���#)

�
� J��K�3$45��
2 2

2 2

x y
+ = 1

a b
�9+�L��M��Q&��&8���	
R�"�L��M�����/S�=-.T&�U��Q&��&8��	VT�+��W$%��������

"P�H4B@����)
�	� ���������
����� �������B�$4����0� �������M��0�:�XB�"C@��+��>4������
���
�������3Y�H%� ����

��6�&���7=���&���&'(���)

���
��

��

sinx
dx

sinx + cosx∫ ������7Z�H4���)

��� dy
xtan(y x)=1

dx
− − ����-.[L�H4���)



� 	�	��	���
��� �
��

����������
��
�

�

�
�
�
�
� �

�
���	
�

�3

$���%&'(�1

���� ������� ��*�+,� -�.	� /�0!� 2345�
������� ��
��
����� �
�������� ���� !�"#6 �����������	�

��� ������������������������
���A>4#��������������������������
��3$+5���Q&�	VP&8&�\Z����3Y�H4�&8�\=>4�P

H4B@]�^���������	
��
��:��;�������������&����8���#)

��� ����
����
�������
��	����
�������	
��
���H4/&_>4B àG����b������&����8���#)

�
� ��� �� 
��� @��+��>4��`c� "�$4Ade�f�� /CNLO�g�� h�+i��� ����� ����� ����� ����� ����� ���� "�#$%

1 2 2 3 3 1
1

|(y y )(y y )(y y )|
8a

− − − �H4)>4IPX�d�"P�H4B@����)

��� 
�� ∫����������3$���4�5���6.����'#
�������78/9�(+����&12�∫�������������,./&0
����

���
2sinx + 3cosx + 4

dx
3sinx + 4cosx + 5∫ �����,./&0
&12�

���
1

2
0

log(1+x)
dx

1+x∫ ����,./&0
&12�

�
� 2 21+ x 1+ y dx + xydy=0 �����:;<=&0
&12�
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 �����
�
��
���� ������ ����������������������������������� ������ �!� "#�$�� 37 �%�&�� ��'(��

����)*���&+

���� ����	����	
��
���������������������	����
��������
���3$+5P&Z������������ �!�
� 11S 37= �

j���*?G@�
`=����k�#�H%>4��0�� 11S 37=

2 2(2) 5 5(2) 4(5) k 37⇒ + − + + =

4 25 10 20 k 37⇒ + − + + =

39 k 37 k 2⇒ + = ⇒ = −

�������������������������������������������������������������������������

�� �
���
�������
�(�� ,�-./0)1(�)1� ��23�� ���4�� ��5�����6�&� ����)*���&+

���� 	
$45���	
��
�������������������������A>4#��������������
����

������������
�������*+,-./�0���0�&�12���3$45���6�&���7�#

���−�������−����������−�������−�������


⇒ ���−������−�
�������−������−������


⇒�����−���−�
����
��������−����−������������


⇒ ���������−�	��−�����������


�������������������������������������������������������������������������

	� ���������������������	�������������������������������%�7� �����(� 8��9��:;-� ��5�����6�&��

����)*���&+

�� jfl���3$+5������������������
����
��������
������������������	���������
���


:��;���<=,���6�&���������������


⇒ �
����	����
�������������
���


⇒ �������������


�������������������������������������������������������������������������
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�� ������������  �!���������<����(=4>�?� �����@A�����'(��� ����)*���&+

���� jfl��@��+��>4��#�������	


6 3
4a 6 a

4 2
⇒ = ⇒ = =

jfl�����������	������⇒
5 k

y x
2 2

= +

�������������$'��W�l�0�
5 k

m , c
2 2

= =

��������m=�P>4���������� �

3
2
5
2

k k 3 3 6
k 2

2 2 5 5 5
⎛ ⎞⇒ = ⇒ = ⇒ = =⎜ ⎟⎝ ⎠

�������������������������������������������������������������������������

�� ��������	
��
����������������������	�����������
��� !�����	
��
��������������������"����#

��	

5

e
4

= ���������	
�����
����	��������	������
������!����	����

2 2 2 2
1 1

1 1 1 1
1 1

e e (5 / 4) e
+ = ⇒ + =

2
1 12

1

1 16 9 25 5
1 e e

25 25 9 3e
⇒ = − = ⇒ = ⇒ =

�������������������������������������������������������������������������

�� ∫
1

7x + 3
������������	
���


���� ����������"�  ⇒��#����#"� ⇒ #����
1

7
#�

1 1 1 11
I dx dtdt

7x 3 t 7 t7
⎛ ⎞∴ = = =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫

1 1
log | t | c log | 7x 3 | c

7 7
= + = + +

�������������������������������������������������������������������������

�� − 2� � ��� � �� ���������	
���


���� I 1 sin2x dx=∫ − 2 2(sin x cos x) 2sin x cos x dx= ∫ + − 2(sin x cos x) dx= ∫ −

(sin x cos x) dx= ± ∫ − �� ± ����$%�����%�&������������� ± �%�'!(�")!�#$���&�(!%"(��"�$&��
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0

−∫
4

| 2 x | dx ���������	
���


���� ����������	
�	��
��������	���

������≥ 0   ⇒ ��≤���������	� ����������*�����������

��	�
���������+�
�  ⇒ ��>����
��������	

*�����*�������������������

4 2 4

0 0 2

| 2 x | dx | 2 x |dx | 2 x |dx∴ − = − + −∫ ∫ ∫

2 4

0 2

(2 x)dx (x 2)dx= − + −∫ ∫

2 42 2

0 2

x x
2x 2x

2 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( )[ ]4
4 (8 8) 2 4

2
⎛ ⎞= − + − − −⎜ ⎟⎝ ⎠

2 0 2 4= + + =
�������������������������������������������������������������������������

��
π

∫
/2

10

0

sin x dx ���������	
���


���� &��	��	
!"������	����

10
n

0

I sin x dx
π

= ∫
/2

(9)(7)(5)(3)(1) 63
.

(10)(8)(6)(4)(2) 2 512

π π= =

�������������������������������������������������������������������������


��
5/322

2

d y dy
= 1+

dxdx

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
�$�����������%���	&'������(�)'������	&� �������"����#

���� ����#��	$�%&�'(����

5
22 3

2
d y dy

1
dxdx

⎡ ⎤⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦

)�'�*+,�	�-.��/	�����0�����1��"�
53 22

2
d y dy

1
dxdx

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
��)2�34�5��/	6������
�7�8��%9#�0+
2
2:

)0�;<����=	>����'����������%&�?�
32

2

d y

dx

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∴�����#��	$�%&�'(���@&A��	��6(���BC����'����B��/	6��
�BD
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� ���������������������������*��+�����������
�������	&,-.	/0�1�2�
�������	&/�34��
5�����678�9:34��

�����"����#

���� )E;���F��
������������������������
�

G%
������,����
�����

*�"HI�'J���� r 16 1 8 25 5= + + = =

G%
�������
�������
�7������������
�G�!@&A��
K��6�'���'������

2 2

| 4 1 1| 6 3 2
p 3 2

2 21 1

+ + ×= = = =
+

∴�L."�MN���� 2 22 r p= −

2 22 5 (3 2)= −

2 25 9(2) 2 25 18 2 7= − = − =

�������������������������������������������������������������������������


�� ���������������������������������������������������������������������������������������
��������������������


��	
 )E;���F��#��

������������−�
��−����+�	���
�

�������������−����−�
��− 1 ��
�

��������������−����−������


�������F��#���O-.%&P
���−������


⇒ (−
��+������������+�
������	��������


⇒ −���−����������


⇒ −���������������


⇒�������−�����
�����������

��������F��#���O-.%&P
����−�������


⇒ �−
����	
�����−���������+ 5 ��


⇒ ���−�
����	���
����������

����×���⇒ ��������−�����
���������

����������⇒ ����������
�⇒�������� �

������
�7������������ 11 18 11 7
3

6 6 6

−= − = =

�����O�G%
���
��� ���� ��

��������	
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������
�������� !"�#$
%���������&$������$
'��()*+���'��(,*��-��./�0�1��'�2�
�$
�� 3�456��� !�7��

����������


��	
 )E;��Q�'R�F��#��	$�%&�'(
���������������

�
9⇒

2x

144

16+
2y

144

2 2x y
1 1

16 9
= ⇒ + = �

)%&���S�����������-������⇒���.-��%1����)2��%9P�T��	�6
���'�Q�'R�F��#
:

��� ����
�������
2 2

2

a b 16 9 7 7
e

16 16 4a

− −
= = = =

���� U�V4W�������/��!�
����
7

( 4 ,0) ( 7,0)
4

⎛ ⎞
± = ±⎜ ⎟⎝ ⎠

����� U�34�
K
�MN�������
22b 2(9) 9

a 4 2
= =

��0� ?�����G�!��	$�%&�'(
�
4a 16

x 4 7x 16 7x 16 0
e 7 7

±⎛ ⎞= ± = ± = ⇒ = ± ⇒ ± =⎜ ⎟⎝ ⎠
�������������������������������������������������������������������������

��� � !"�#$
%��
2 2

2 2

x y
+ = 1

a b

�(,*��-��8����������9��,*��-�� 3��:57;<=��>��8��������?= (�.@$���	������

�2�	
AB5���


���� �
�����
�3
���������X��34�
KG�!��	$�%&�'(
� 22

1

2

1

2

ba
y

yb

x

xa −=−

U�34�
K
�Y%&�%Z���������������


%&��%&�������XS��34�
KG�!��	$�%&�'(
�
2 2

2 2 2 2
2

a x b y ax
= a b ay = a b .....(1)

ae eb / a
− − ⇒ − −

%1?�Q�'R�F��#
�[\]�� 	̂.HI_%&P
�Y%&�%Z��������−�
����
�`�Ma���
2:

2 2 2 2 2a(0)
a( b) = a b ab = a a (1 e )

e
⇒ − − − ⇒ − −

� 2 2 2 b
ab = a e e =

a
⇒ ⇒

2 2 2
4 2 4 2

2 2

b a (1 e )
e 1 e e e 1

a a

−∴ = = = − ⇒ + =
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;�<�����45�A�$
 !��C�����
��=��>���?)�����	
��
��������
�����
�������@*A�2�

.	/����%���	&'7��������B��3C#

��	
 )E;�����	�������
������
�����


⇒ 
2 2

2 2x y
1 a 4, b 1

4 1
− = ⇒ = =

���������
��U��G�!�*������ �

⇒�Q?��
KG�!�*�����

��)����D
��*����%&bc���	 �'dG�!� 2 2 2y mx a m b= ± −

�� ��
−1

2
�%&bc���	�6
���'��	 �'dG�!�

−1

2
1 1

y x 4 1
2 4

⎛ ⎞= − ± −⎜ ⎟⎝ ⎠
x

y x 2y 0
2

−⇒ = ⇒ + =

��� �������
K��	 �'dG�!�� 2y 2x 4(2 ) 1= ± −

y 2x 15⇒ = ±
�������������������������������������������������������������������������

��� ∫
��

��

sinx
dx

sinx + cosx ����� 'E�2��3C#

��	
 ∫ ∫ −+=
b

a

b

a
dx)xba(fdx)x(f ��?����@&A��+���	�����

/3

/6

sin x
I dx

sin x cosx

π

π
∴ =

+∫ �����������

��

/3

/6

sin x
6 3

dx

sin x cos x
6 3 6 3

π

π

π π⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎝ ⎠=
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

�

/3 /3

/6 /6

sin x
2 cos x

dx dx
cos x sin x

sin x cos x
2 2

π π

π π

π⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠= =
+π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ���������������

�����1�������
�7���
/3 /3

/6 /6

sin x cos x
I I dx dx

sin x cos x sin x cos x

π π

π π
+ = +

+ +∫ ∫

sin x cos x
2I

+⇒ =
sin x cos x+

[ ]
/3 /3

/3
/6

/6 /6

dx 1dx x 2I I
3 6 6 6 12

π π
π
π

π π

π π π π π= = = − = ⇒ = ⇒ =∫ ∫
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� �10

��� − −dy
xtan(y x) = 1

dx

���;<D*�	
���


��	
 y x t− = ���@&A
ef�
dy dt dy dt

1 1
dx dx dx dx

− = ⇒ = +

%1���S��
dt dt 1

1 x tan t 1 x tan t dt xdx
dx dx tan t

⎛ ⎞+ − = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟⎝ ⎠
2

2 2x
cot tdt xdx log(sin t) c 2logsin t x c 2logsin(y x) x c

2
⇒ ∫ = ∫ ⇒ = + ⇒ = + ⇒ − = +
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�� ��������������������
����'���������������������
	������#$(%���8���?2����E��45F#G�	
����E7�
�2
	
ABH�I�45F !J,�����1���K�
��&��L���45F !J� 3�����������


���� *+���g9��F��#���@&A���≡�������������������������
�

G%
���
�,�����������*�"HI�'h
 1 9 1 1 3r = + − =

i�
�����F��#���@&A����≡��������������������������


G%
���
�,���������
���*�"HI�'h
 2r 1 16 13 2= + − =

2 2
1 2C C (3 1) (1 4) 16 9 25 5= + + − = + = =

��������(����(���������	�,�,��

∴i�
�����F��#���Y%&�j?%Z%&g9�V. 	̂."
�1��	 Fk
0��%Z����:�)�	�����(��2�(������2��

%1���S��	 �'d3
������3��,���������,������
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n 1sin x cos x−= − n 2 n(n 1)[ sin xdx sin xdx]−+ − ∫ − ∫
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n 2 nsin x cos x (n 1)[I I ]−
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n 1
n n 2 nI sin xcosx (n 1)I (n 1)I−

−⇒ = − + − − −

� n 1
n 2 n nsin x cos x (n 1)I nI I−
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25B 1 B

25
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�7�� 1 50 4 54 18
3A 2 4B 2 4 A

25 25 25 25
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������
�7�� 18
C 4 5A 4 5

25
= − = − 18 20 18 2

4 C
5 5 5 5
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18 1 2

A , B , C
25 25 5
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18 1 d 2
(2sin x 3cosx 4) (3sin x 4cosx 5) (3sin x 4cosx 5)

25 25 dx 5
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

d
dx

(3sin x 4cos x 5)2sin x 3cos x 4 18 1 2 dx
I dx 1dx

3sin x 4cos x 5 25 25 3sin x 4cos x 5 5 3sin x 4cos x 5

+ ++ +∴ = = + +
+ + + + + +∫ ∫ ∫ ∫

�����
18 1 2 dx

.x log | 3sin x 4cos x 5 |
25 25 5 3sin x 4cos x 5

= + + + +
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dx
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tan t

2
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ef�

2

2 2

2t 1 t
sin x , cos x

1 t 1 t

−= =
+ +

�������� 2

2dt
dx

1 t
=

+
������

�
2 2 22

2 2 2

dx 1 2dt 1

3sin x 4cos x 5 1 t 6t 4(1 t ) 5(1 t )2t 1 t
3 4 5

1 t 1 t 1 t

⎛ ⎞∴ = =⎜ ⎟+ + ⎛ ⎞ + + − + +⎝ ⎠−⎛ ⎞ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ +⎝ ⎠

∫ ∫ 2

2dt

1 t+∫
⎛ ⎞
⎜ ⎟
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2 2 2

dt dt
2 2

6t 4 4t 5 5t t 6t 9
= =

+ − + + + +∫ ∫ 2

dt 2 2
2

xt 3(t 3) tan 3
2

= = − = −
++ +

∫

�������
�7S� 18 1 4
I .x log | 3sin x 4 cos x 5 | c

x25 25
5 tan 3

2

= + + + − +
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 2x tan dx sec d= θ ⇒ = θ θ ��������� x 0 0;x 1
4

π= ⇒ θ = = ⇒ θ =

)�	���� 2 2 21 x 1 tan sec+ = + θ = θ
1

2 2
0

log(1 x) log(1 tan )
dx

1 x sec

+ + θ∴ =
+ θ

∫
/4

2

0

sec
π

θ∫ dθ

/4

0

log(1 tan )d
π

= + θ θ∫
/4

0

I log[1 tan ]d
π

∴ = + θ θ∫
/4

0

log 1 tan d
4

π ⎡ ⎤π⎛ ⎞= + − θ θ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫

/4

0

tan tan
4log 1 d

1 tan tan
4

π π⎡ ⎤− θ⎢ ⎥
= + θ⎢ ⎥π⎢ ⎥+ θ

⎣ ⎦
∫

/4

0

1 tan
log 1 d

1 tan

π − θ⎡ ⎤= + θ⎢ ⎥+ θ⎣ ⎦∫
/4

0

(1 tan ) (1 tan )
log d

1 tan

π + θ + − θ⎡ ⎤= θ⎢ ⎥+ θ⎣ ⎦∫
/4

0

2
log d

1 tan

π
⎛ ⎞= θ⎜ ⎟+ θ⎝ ⎠∫

/4

0

[log 2 log(1 tan )] d
π

= − + θ θ∫
/4 /4 /4

0 0 0

log2 1d log(1 tan )d log2 1d I
π π π

= θ − + θ θ = θ −∫ ∫ ∫

[ ] /4
0log 2 Iπ= θ −

I I (log 2) 2I (log 2)
4 4

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ + = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

I (log 2)
8

π⎛ ⎞⇒ = ⎜ ⎟⎝ ⎠
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2 2xydy = 1+ x 1+ y dx⇒ −

2 2

22 2

ydy 1+ x ydy 1+ x
= dx = xdx.....................(2)

x x1 y 1 y

−⇒ ⇒ −
+ +

∫ ∫

2 2 21 y t 1 y t 2ydy 2tdt ydy tdt+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =

2 2 21 x s 1 x s 2xdx 2sds xdx sds+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ���:%$������%��⇒����%���

[C]���
�7S
t dt

t

2

2 2 2

s(sds) (s 1 1) 1
dt ds t 1 ds

s 1 s 1 s 1

− + ⎡ ⎤= − ⇒ = − ⇒ = − +⎢ ⎥− − −⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ ∫

1 s 1 1 s 1
t s log c t s log c

2 s 1 2 s 1

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = − − + ⇒ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
2 2

2

1 1 x 1
1 y 1 x log c

2 1 x 1

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⇒ + + + + =
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