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If A 4 5 7 then Tr(A) 1 ( 5) 10 6

6 8 10
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�� �������)�����
�������
�������#��������
�����������������
�������	�������������'��
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����#��������
���������
����
������������	�������*��������������������������������

�� ���/��!������������&���
������
���������������
�����
������4���������*(������
�����!�����
�����

���4$�%����� $�%���

$�%�
���������
����
��������*(��������������������

$��%�
������������������$�7�%����������(���

����)���
������4��������
�������
����������������������
����������*(�������������
�����
����

���,����)���;��4������(������
������������������(����

���,����;��4�����
����������	
���������
���������

?��������'��������
�������
������4��������
���!���������
������	�����������*(�������������
������	�������������

?��������3�
�����������*(������
�����������������
������

$�%���������*����������;��4�$�%��

$��%�������������������
����
���������
����������
������������������������4$�%��

$���%����������������������������������
�������������������������4�$�%��

�������	�
����������������

	� 4�����>�����/��!���">��!��>��!����+��(������"�#

@�� � �
� �
� �

1 0

0 1
@���� � �

� �
� �

1 0 -4

2 -1 3
����@������ � �

� �
� �

1 0

0 0
��@�:�

� �
� �
� �
� �
 �

1 4 -1

2 3 0

0 1 2

%��� $��% 2��������
1 0

0 1 ���$�%�:�+������+ ��;��4$�%����

�$��% 2����������������������
1 4

3 8 11 0
2 3

	
� � � � ��;��4$�%����

$���% 2��������
1 0

0 0 ���$+%�:�+���+������!������������������5�5�������+ ��;��4$�%����

$��%

1 4 -1

A 2 3 0

0 1 2

� �
� �� � �
� �
 �

������
�����$@�:�+%�:�?$?�:�+%�:��$��:�+%����@�:��@�:�����:�����+

/���!���
�����+������������������������� ��;��4�$�%����
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�������
��	��������
���������
����������/������������
������
���*/�������������
��������������#�
��������������������

�����
��������������#�
�������������
����
$�%�	�����
��
!�����
����������
���
$��%���	�����
��
!�����
�����������
����

2��������
����������������
�������#�
�������������������
����7�����7�	�(�����
����7�����7�	�(����� ��������$�%

����7�����7�	�(�����
)���	�����&���������
�����#�
��������A���9!������

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

A a b c

a b c

� �
� �� � �
� �
 �

����
���	�����	���
���
���

x

X y

z

� �
� �� � �
� �
 �

����
��������������
���
1

2

3

d

D d

d

� �
� �� � �
� �
 �

����
���	���
��
���
���

����!�
�����
�������

������
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a b c d

[A D] a b c d

a b c d

� �
� �� � �
� �
 �

���	������
��������
�����
���

'��9������(������
����
����
������
������������$�%!���������
�������/�������������
��
'��9���������*(������
����
����
������
������������$�%!���������
����������*/�������������
���

�� ?���(�����#�# #�����2��������
���������������������������
��
����7�����7�	�(���+

����7�����7�	�(���+

����7�����7�	�(���+

)����#������
���
�����#�
��������A���0������

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c x 0

A a b c , X y , O 0

a b c z 0

� � � � � �
� � � � � �� � �� � � � � �
� � � � � �
 � 
 �
 �

'
����	�����
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�����+!�����+!�(���+����������������
��������
�������4��������
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����������
�������
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��������������
����)��!�����������������
�������������	�����
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�

"
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������/�����������#�
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���*
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����������
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�>�������)������
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���
����������
���������������4$�%����
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�� �����������
�������#�
�����	�����������������������
������
�������(�!
�������$�%�2�����B����� $�%� �
����������������
��� $�%�C���*D��������
�����

���� .�����A#�������3�
�
������������
�������#�
�����������

������
�����
�����#�
�����������
�A���"��3�
���������*�����������

333

222

111

3

333

222

111

2

333

222

111

1

333

222

111

dba
dba
dba

  ,
cba
cda
cda

  ,
cbd
cbd
cbd

  ,
cba
cba
cba

|A| ���������

)����
������
�������
������
���������������
�
�

�
�
�

�
�
�

� 321 z,y,x

���� ��������:��#�������>����3�
�
������������
�������#�
�����������

������
�����
�����#�
���
���������A���9����� ����� ������*�������� 
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��� ���
������� ���
��� ������������A����:�9�
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�� C ��#��(�.�����D#� ����� #��:����E�  �F��$�G;H� EF� F$�G�H� �F E�$�G=

%��� C�������#�
�����	���������

�������A���9! �����

2 1 3 x 8

A 1 2 1 , X y , D 4

3 1 4 z 0

�� � � � � �
� � � � � �� � � �� � � � � �
� � � � � ��
 � 
 � 
 �

�����
2 1 3

det A 1 2 1

3 1 4

�
� � � �

�

������$:F�:��%�7��$?�:��%�7��$:��:�@%���:�F�7���:�����:�F

1

8 1 3

4 2 1

0 1 4

�
� �

�
����$:F�:��%7�$:�@�:�+%�7��$?�:�+%���:G��:��@�7�����:G@

2

2 8 3

1 4 1

3 0 4

� � �
�
����$:�@�:�+%�:F�$?�:��%�7��$:+�:���%���:���:�F�7�@���:G@

3

2 1 8

1 2 4

3 1 0

�
� � �

�
����$+�:�?%�7��$+�:���%�7�F$:��:�@%����:�F�:���:�H@����:G@

1 76
By Carmer ’s rule x

� �
� � �

� 38�
2� I���

2 76
y

� �
� �

� 38�
2� I�

3 76
z

� �
� �

� 38�
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��)������
������������!������!�(����
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� C ��#��(������� ��:��#�������>��H� #��:�� E F�$G)H� �F� E$G=H� EF� F$G)� �
%���  �
�����#�
�������
������������
�������#�
���������A�9!������

1 1 3 x 5

A 4 2 1 ; X y , D 0

1 3 1 z 5

�� � � � � �
� � � � � �� � � �� � � � � �
� � � � � ��
 � 
 � 
 �

��)������
��������A�9�����A����9

<���
������������

1 1 3

| A | 4 2 1 1(2 3) 1(4 1) 3(12 2)

1 3 1

�
� � � 	 	 � 	 	
�

���$H%7�$�%7�$�?%��H7�7?��H+�+

)���	�*��	
�����
�����������

2 1 4 1 4 2

3 1 1 1 1 3
(2 3) (4 1) (12 2) 5 3 14

1 3 1 3 1 1
( 1 9) (1 3) (3 1) 10 4 2

3 1 1 1 1 3
(1 6) ( 1 12) (2 4) 5 13 6

1 3 1 3 1 1

2 1 4 1 4 2

� �� �
� � �� �� �� � � � � � �� � � �� �� � � � � �� �� � � � � � � � � � � �� � � �� �� � � � � �� � � � � �	 
 	 
� �� �� �� � �� �� �	 


5 10 5

Adj A 3 4 13

14 2 6

�� �
� �� � �� �
� ��	 


1

5 10 5
1 1

A (AdjA) 3 4 13
det A 50

14 2 6

�
�� �

� �� � � �� �
� ��	 


1

5 10 5 5 25 0 25 0 0
1 1 1

Now, X A D 3 4 13 0 15 0 65 50 1
50 50 50

14 2 6 5 70 0 30 100 2

�
� � �� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �� � �	 
 	 
 	 
 	 
 	 


x 0

X y 1

z 2

� � � �
� � � �� � �� � � �
� � � �� 	 � 	
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�� %��:�� �>�� ��������#� F F$G<H� �F) F8$G)�H� �F ,$G=H� - �B��##,7���������>��

�%���� )�����
�����#�
����	�����&�������
��
������������
�������#�
���������A���9!

)��������
�����
���������9����

1 1 1 9

2 5 7 52

2 1 1 0

� �
� �
� �
� ��� �

��9�� 2 2 1

3 3 2

1 1 1 9

0 3 5 34 ( R R 2R

0 4 8 52 R R R )

� �
� � � �� �
� �� � � � �
 �

�

3 3

1 1 1 9

0 3 5 34

0 1 2 13 ( R ( 1 / 4)R )

� �
� �� � �
� � � �
 � �

�� 32

1 1 1 9

0 1 2 13 ( R )

0 3 5 34

� �
� �
� �
� �
 �

�

3 3 2

1 1 1 9

0 1 2 13

0 0 1 5 ( R R 3R )

� �
� �� � �
� �� � � �
 � �

1 1 3

2 2 3

1 1 0 4 ( R R R )

0 1 0 3 R R 2R )

0 0 1 5

� �� �
� �� � �� �
� �	 	
 �

�

1 1 2

3 3

1 0 0 1 ( R R R

[AD] 0 1 0 3

0 0 1 5 R ( 1)R

� �� �
� �� � �
� � � �
 �

�

�������
������
������
�����
���!������
������!������!�(���H
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�� %��:���>����������#��F� �F�$�G��H���F�� �F��$�G�6H��F�� �F�<$�G��H�- �B��##,7�����
����>��

%��� �����
��� �
�������
������������
�������#�
�������

1 1 1 1

[AD] 2 2 3 6

1 4 9 3

� �
� �� � �
� �
 �

1 1 1 1

0 0 1 4

0 3 8 2

� �
� �
� �
� �
 �

�

1 1 0 3

0 0 1 4

0 3 0 3 0

�� �
� �
� �
� ��
 �

�

1 1 0 3

0 0 1 4

0 1 0 10

�� �
� �
� �
� ��
 �

�

1 0 0 7

0 1 0 10

0 0 1 4

� �
� ��� �
� �
 �

�

)�����9��������	���
��<����'����C����D������J��
����

/��	��
���������
����K��#�����
����

���<����$'%!�
������
�����������G!�����:�+!�(���?�
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)� %��:�� �>�� ��������#� � E� � � E� ;$� G� E�=H� �� F�  � E� �$� G� =H� �� F� ) � F� 6$� G� ��H� - 
B��##,7���������>��

%��� )��������
�����
���������9���
1 3 8 10

3 1 4 0

2 5 6 13

� � �� �
� ��� �
� �
 �

2 2 1

3 3 1

1 3 8 10

0 10 20 30 R R 3R

0 11 22 33 R R 2R

� � �� �
� � � �� �
� � � �
 �

�

� �
� �

2

3

1 3 8 10

0 1 2 3 R 1/10

0 1 2 3 R 1/11

� � �� �
� �
� �
� �	 


�

3 3 2

1 3 8 10

0 1 2 3

0 0 0 0 R R R

� � �� �
� �
� �
� � � �
 �

�

1 1 21 1 0 2 R R 4R

0 1 2 3

0 0 0 0

� 	� �
� �
� �
� �
 �

� ������������$'%

)�����9��������	���
��<����''����
������(���������
���
���������

)���;��4�$�%����I�;��4��9������L���$M������K�4�����%

�)���J��
������2�����
��
���
��'�����
��������������
�����

<����$'%�����������7������������$�%�!�����7��(���������$��%

3�
�(���4!�4�;���$��%���������:��(�����:��4I

�������������$�%���������:�������:�$��:��4%�����:����7��4����4�:�

�)������
����������:��7��4!�������:��4!�(���4�!��4�;
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�������	
�	���	���
��
������
��������������

�����	����������-��# 	�������"�#

�% ��������$�������������% �% �"���"��$C��������%I�;�������"���"�

�% �����+�������+�$��%�����+ �% �"���0��������
���&�������0�$��%�"���0

��������+�������+
��� ��

�
��
����

�
��
�
��
�

��
�

00
00

43
00

02
01

�% ������	!�����+�������	 �% �"����2!�����0���"��������
���2

��� 2 x 2 y x y� � �
��� ��

�
��
�
��
�

��
����

�
��
�
��
�

��
�

22
00

21
21

11
22

21
21

?% �������
���������!�����+ ?% �"���"�
�������������
����
�����
���
����'�

������������� ���
1 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0

� � � � � �
�� � � � � �

� � � � � �
��������	
 �
���� �
�&��	�
���������
��������
�����������������
�����
�����
��������

���������	

������� �	
����
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 �
��	����� ��
�J	������2��&
������ �
��*���$��7���7�?�7�G�7�G������ ��4�%

����	
�43���34� ���� �� ����� 	
������ �	��� �
������

�����I�%�-J�"� ��( %/� �� �C &> .>�� �����

;�����
������ N@ NN GH GH @+ @+ ?@H

J�J����,� N@ NN GH GH @+ @+ ?@H
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