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sin cos
2 2 2

θ − θ = ⇒
3 1 1

sin cos
2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ − θ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
sin cos º cos sin º sin º⇒ θ − θ =30 30 45

sin cos cos sin sin sin sin
6 6 4 6 4

π π π π π⎛ ⎞⇒ θ − θ = ⇒ θ− =⎜ ⎟⎝ ⎠
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πα =

∴'(������
'(�� �� nn ( 1) , n Zθ = π + − α ∈
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3 1 1 3
cos x sin x cos x

2 22 2
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1 1 3
cos x sin x

22 2
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cos x cos º sin x sin º cos º⇒ + =45 45 30
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⇒ � 22sin 3 sin 3 0θ + θ − =
�⇒ � 2 22sin 2 3 sin 3 sin ( 3) 0θ + θ − θ − =
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2sin 3 sin
2
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�-.�θ2M
N��O�%���S

2

2 2 2

1 sin 3sin cos

cos cos cos

θ θ θ+ =
θ θ θ

2 2sec tan 3tan⇒ θ + θ = θ

2 2 2(1 tan ) tan 3tan 2tan 3tan 1 0⇒ + θ + θ = θ⇒ θ− θ+ =
(2 tan 1)(tan 1) 0⇒ θ − θ − = tan 1 (or) tan 1 / 2⇒ θ = θ =
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�	���α�π��
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Tan

2

1
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1
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1
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� − − −1 1 14 7 117
Sin + Sin = Sin

5 25 125
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!�", 1 4 4 3
Sin sin cos

5 5 5
− = α ⇒ α = ⇒ α =

1 7 7 24
Sin sin cos

25 25 25
− = β ⇒ β = ⇒ β =

∴sin( ) sin cos cos sinα + β = α β + α β

4 24 3 7 96 21 117

5 25 5 25 125 125

+= × + × = = �

�
12− − −1 1 13 33

Sin + Cos = Cos
5 13 65
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�, 1 3 3 4
Sin sin cos

5 5 5
− = α ⇒ α = ⇒ α =

1 12 12 5
Cos sin sin

13 13 13
− = β ⇒ β = ⇒ β =

cos( ) cos cos sin sin∴ α + β = α β − α β

4 12 3 5 48 15 33

5 13 5 13 65 65

−= × − × = = �

� − − −1 1 11 1 1
Tan + Tan + Tan =

2 5 8 4
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⎞
⎜⎜⎝

⎛
−
+=+ −−−
xy1
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TanyTanxTan 111

1 1 1 1

5 21 1
1 1 102 5Tan Tan Tan Tan

1 12 5 1 .
2 5

− − − −

+⎛ ⎞+⎜ ⎟
∴ + = =⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
10 1
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−
1 7

Tan
9

−
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1 1 1 1

56 97 1
7 1 729 8L.H.S Tan Tan Tan Tan
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9 8
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∴ = + = =⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
72 7

72

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

��
1 165
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2A B C s

cot + cot + cot =
2 2 2
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A B C

cot cot cot
2 2 2

+ +

s(s a) s(s b) s(s c)− − −= + +
Δ Δ Δ

s(s a) s(s b) s(s c)− + − + −=
Δ

s[(s a) (s b) (s c)]− + − + −=
Δ

s[3s (a b c)] s[3s 2s]− + + −= =
Δ Δ

2s[s] s= =
Δ Δ

�������

� ��#����#����#�
2 2 2a + b + c

=
4

�����
�����������

�� �������-1���-1	��-1
�
Csin

Ccos

Bsin

Bcos

Asin

Acos ++

�
2 2 2 2 2 2 2 2 2b c a c a b a b c

2bc(sin A) 2ca(sin B) 2ab(sin C)

+ − + − + −+ +

( sin ) ( sin ) ( sin )

+ − + − + −= + +
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

b c a c a b a b c

4 bc A 4 ca B 4 ab C

Δ
−++

Δ
−++

Δ
−+=

4

cba

4

bac

4

acb 222222222

2 2 2b c a+ −=
2c+ 2a+ 2b− 2 2a b+ + 2c−

4Δ
2 2 2a b c

RHS
4

+ += =
Δ

�
A B C

cot : cot : cot = 3 : 5 : 7
2 2 2

����
���������$�	��

������������

�� � 2�3�45�
���-.� A B C
cot : cot : cot 3:5 : 7

2 2 2
=

s(s a) s(s b) s(s c)
: : 3:5 : 7

− − −⇒ =
Δ Δ Δ

⇒��.����,��.����,��.������%�,�&�,�'

�.���%3����������.���&3����������.���'3�������%����������

�#�H-<������������%��⇒�%.−���������&3
⇒�%.−�.��&3�⇒�.��&3

���
���-.���.−��%3�⇒ �&3−��%3�⇒����&3−%3���3
���
 ���-.���.−��&3�⇒ �&3−��&3�⇒����&3−&3��"3
�%�
���-.���.−��'3�⇒ �&3−��'3�⇒����&3−'3�!3
∴���,���,�������3�,��"3�,�!3������,��"�,�!�� �,�&�,��

�
a

sin �
(b + c)

�
��� ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

2 bc A
cos � ���

b + c 2
��

���������

�� � 2�3�45�
���-.
2

2
2

a a
sin sin

b c (b c)
θ = ⇒ θ =

+ +

∴��-.�θ��−./0�θ         [ sin cos ]2 2 1θ + θ =�

2 2 2 2 2 2

2 2 2

a (b c) a (b c 2bc) a
1

(b c) (b c) (b c)

+ − + + −= − = =
+ + +

2 2 2

2 2

2bc (b c a ) 2bc 2bccosA

(b c) (b c)

+ + − += =
+ +

2 2 2b c a
cos A

2bc

⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
�

2

2 2

A
2bc.2cos2bc(1 cos A) 2

(b c) (b c)

+
= =

+ +

2

2

A
4bccos

2
(b c)

=
+

2 bc A
cos cos

b c 2
⎛ ⎞∴ θ = ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

� ��
�����%��� �
��� 2 bc A
tan sin

b c 2
� �� � � �� 	 


� ��

�
�����������

�� � 2�3�45�
���-.

��������.4�θ ⇒
2a a2sec sec

2b c (b c)
θ = ⇒ θ =

− −
∴�1�0�θ�.4��θ�� ����������[ sec tan ]2 2 1θ − θ =�

2 2 2

2 2

a a (b c)
1

(b c) (b c)

− −= − =
− −

2 2 2 2 2 2

2 2

a (b c 2bc) a b c 2bc

(b c) (b c)

− + − − − += =
− −

2 2 2

2 2

2bc (b c a ) 2bc (2bccosA)
=

(b c) (b c)

− + − −=
− −

2 2

2 2 2

A A2bc. 2sin 4bc.sin2bc(1 cos A) 2 2
(b c) (b c) (b c)

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⎝ ⎠= = =

− − −

2 bc A
tan sin

b c 2
⎛ ⎞∴ θ = ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
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Q18.��%
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� &������'�����$�� �R!*��� ���B4�0��$�� �
��� ���S�7�

'�&������R!*������B4�0��������
�����������

!�"� 5�6�	�
T��-<�
1U����
)#������"	��
���/�
5�6�	�
T��-<�
�9�U�+�

��V���
 ���)����3��

�/��6-5,�→
��;4R������������-TQ
�#�/W-<�
�6-5�������6-5������ ��������∈���X+Y�

    ⇒6�5������6�5�����

     ⇒5�����5������
(((�6�Z�+
�9�U�+
)#���������

      ⇒����� �(((�5�Z�+
�9�U�+
)#���������

(((�6-5,��→
�Z�+
�9�U�+
)#��������

�//��6-5,�→
�&���!*&�U
����������-TQ
5,�→	����)����3��
���/�
5�������������

��)#�*
�∈	�X+Y
�∈��9�
�F	�+�
5�����
�����[�\
]�[��1�

6,	→
����)����3��
���/�
6�������������

��)#�*
�∈
��X+Y�∈	��9�
�F	�+�6����������[�\
]�[��1�

�#�/W-<�
�6-5������6�5�����6����������������	
���-.��

��6-5,��→
����)����3��

��)#�*
�∈
��X+Y��∈���9�
�F	�+�
6-5�����������[�\
]�[��1�

6-5,�→
��9�U�+��
��V���
���)����3��
����1����/�

�1
1U����
)#��������B�̂�1�

� &������'�����$���R!*������B4�0��$���
��

'�&����&����'��� ��� ������	
�	�
�

!�"� )�*#�����5,�→	��6,	→
�����������	
���
������������
�/��6-5,�→
�	
���
��������������������6-5�−�,�
→�

������	
���
������������������

�//��5�−�,	→���6−�,
→	�����������	
���
������������

⇒��5−�-6−��,�
→��������	
���
�����������

�������6-5�−���� ��!�5−�-6−�����"�#$�����%�&'��7
8����%(��

)�*#��,�5,�→	�	
���
�����������

������5�����⇒��5−��������������������)��*����∈����∈	�

6,	→
�	
���
�����������

������6�����⇒��6−��������������������)��*����∈	���∈
�

6-5,�→
�	
���
�����������

������6-5������⇒�����6-5�−��������������%�

)���+������5−�-6−�������5−��6−������5�−��������������������

�����9�����������,�

∴�6-5�−������5−�-6−�������∀�∈
����%��9�����������,�

�������6-5�−��5�−�-6−��-.�.�/��0�1�2�,�	�

� &������������������	�
���
����������������������������������� !��

&�
��&�
��&����������	
�	�
�

�� 
�� �&�
���&����������	
��"
)�*#��,��5,�→	�#�������������!�
��	,�→��-.������"�34��5��
∴ 5-�	,�→	

5-�	��� ��!��5�������������"�#$�����%�&'�!�������%(��
)�*#��,����∈�����"��5-�	�����5���	����
������5��� ������∈�����"��	��������
������5-�	��5�-.�.�/��0�1�2�,�	�

�//� 
��&�&����������	
��"
)�*#��,�5,�→	�#�������������!�
�
,	→	��-.������"�34��5��
∴ �
-5,�→	

����
��� ��!�5�������������"�#$�����%�&'�!�������%(��
)�*#��,��∈����"���
-5������
�5����

�5��� �(((���
������∀��∈	�

�������
-5�5�-.�.�/��0�1�2�,�	�

� &�����#$%&�'����������	���()��
���&�&����
�


����&����&�
����������	
�	�
�
�� �/� &��&���
�������������	
��"

)�*#��,��5,�→	�	
���
������������
������5�−�,�	→���������	
���
������������-������
∴�5-5�−�,�	→	

�
,�	→	�-.������"�34��5��
������5-5�−��� ��!�
��-6��������������"�#$�����%�&'�
	����%(��
)�*#��,��∈	�����"���5-5−������5��5−�����

�5��� �������5,�→	�	
���
�����������
     ⇒�5������⇒�5�−����������∈����"��

����
��� ��������∈	����"����������
�������5-5�−���
�-.�.�/��0�1�2�,�	�

�//� &����&�
�������������	
��"
)�*#��,�5,�→	��	
���
������������

������5�−�,	→��������	
���
������������-������

�∴�5�−�-5�,��→�

��	,��→�-.������"�34��5���

�5�−��� ��!��	�-6��������������"�#$�����%�&'�������%(��

)�*#��,��∈�����"���5�−�-5�����5�−��5����

��5�−������� ���5,�→	/�	
���
�����������
⇒�5������⇒�5�−��������

���	��� ���∈�����"����������

�������5�−�-5��	��-.�.�/��0�1�2�,�	

LAQ ���������- C
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Q19. ����������	��

� ��*+����%&',�-)�%&��)�.��/0	��	)��1���2�3	4����(�(�����(�(�

���(�(	��(((� ����/�����5�6
+ + += n(n 1)(n 2)(n 3)

, n N
4

� � ������7�8�
����	�
�

�� 0����%(�!�:��0�0����0����
��0��������%�����%����������������0�0����0�����%7��

������
n(n 1)(n 2)(n 3)

4

+ + +=
!#%+�����������4!��*�������������%� 

�����4!��*�������
1(1 1)(1 2)(1 3) 2.3.4

6
4 4

+ + += = =

�������������������� �����8������5�3�9��

!#%+�����3∈;��"���3��5�3�9��-���:���!�
S(k) :1.2.3. 2.3.4 ..... k(k 1)(k 2)+ + + + +

k(k 1)(k 2)(k 3)
       ......(1)

4

+ + +=

!#%+����)��;�������3���5�3�9��.�1�����<=��
>?@��"�)�/��4A���<B��3����3����3�%�����������8

������ [ ]1.2.3. 2.3.4 ..... k(k 1)(k 2) (k 1)(k 2)(k 3)+ + + + + + + + +

)3k)(2k)(1k(
4

)3k)(2k)(1k(k +++++++=

�
k(k 1)(k 2)(k 3) 4(k 1)(k 2)(k 3)

4

+ + + + + + +

(k 1)(k 2)(k 3)(k 4)

4

+ + + += �������

∴�������������� �����8���3�����5�3�9��
�������� C�3����
D3E��������50%7F�3������G����H�0∈;��D

%(3�I�����1������0��5�3�9�

� n.....
7.10

1
4.7
1

1.4
1 ++++ ���/�����5�6�

13n
n
+

= ���
����	�


�� 0����%(�!� =
− +n

1
T

(3n 2)(3n 1)
1 1 1 1 n

S(n) : .....
1.4 4.7 7.10 (3n 2)(3n 1) 3n 1

+ + + + =
− + +

!#%+��� ������4!��*�������
1 1

;
1.4 4

= =

������4!��*�������
1 1

3.1 1 4
= =

+
(((��������������� �����8������5�3�9��

!#%+����3∈;��"���3��5�3�9��-���:���!�
1 1 1 1 k

S(k) : .....      .....(1)
1.4 4.7 7.10 (3k 2)(3k 1) 3k 1

+ + + + =
− + +

!#%+����)��;�������3���5�3�9��.�1�����<=��
>?@��"�)�/��4A���<B��3������%7.J���������

������
1 1 1 1 1

.....
1.4 4.7 7.10 (3k 2)(3k 1) (3k 1)(3k 4)

⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥− + + +⎣ ⎦
k 1

3k 1 (3k 1)(3k 4)
= +

+ + +
2k(3k 4) 1 3k 4k 1

(3k 1)(3k 4) (3k 1)(3k 4)

+ + + += =
+ + + +

(k 1) (3k 1)+ +
=

(3k 1)+
k 1 k 1 k 1

R.H.S
3k 4 3k 3 1 3(k 1) 1(3k 4)

+ + += = = =
+ + + + ++

������������������ �����8����3�����5�3�9��
�������� C�3����
D3E��������50%7F�3������G����H�0∈;��D
%(3�I�����1������0��5�3�9�

� ��*+����%&',�-)�%&��)�.��/0	��	)��1���2�3	4
���
�������
����������((((� ����/�� ���5�6

∀ ε
2n(n + 1) (n + 2)

= , n N
12

������7�8�
����	�
�

�� 0����%(�! 2 2 2 2
n

n(n 1)(2n 1)
T 1 2 3 ..... n

6

+ += + + + + =
2 2 2 n(n 1)(2n 1)

S(n) :1 (1 2 ) .....
6

+ ++ + + +

2n(n 1) (n 2)

12

+ +=
!#%+����������4!��*������������

�������4!��*�������
2 21(1 1) (1 2) 1(2 )3 1(4)3 12

1
12 12 12 12

+ += = = = =

������������������ �����8������5�3�9��
!#%+����3∈;��"���3��5�3�9��-���:���!�

2 2 2 k(k 1)(2k 1)
S(k) :1 (1 2 ) .....

6

+ ++ + + +
2k(k 1) (k 2)

 .....(1)
12

+ +=

!#%+����)��;�������3���5�3�9��.�1�����<=��

�3���1<���%(���
(k 1)(k 2)(2(k 1) 1)

6

+ + + +

�
(k 1)(k 2)(2k 3)

6

+ + +

>?@��"�)�/��4A���<B��3������%7.J���������

������
2 2 2 k(k 1)(2k 1) (k 1)(k 2)(2k 3)

1 (1 2 ) .....
6 6

+ + + + +⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
2k(k 1) (k 2) (k 1)(k 2)(2k 3)

 
12 6

+ + + + += +

 
12

)3k2).(2k)(1k(2)2k()1k(k 2 ++++++=

(k 1)(k 2)[k(k 1) 2(2k 3)]
 

12

+ + + + +=

 
12

)6k5k)(2k)(1k( 2 ++++=

2(k 1)(k 2)(k 2)(k 3) (k 1)(k 2) (k 3)
R.H.S

12 12

+ + + + + + += = =

∴������������� �����8���3����5�3�9��
�������� C�3����
D3E��������50%7F�3������G����H�0∈;��D
%(3�I�����1������0��5�3�9�	

� ��*+����%&',�-)�%&��)�.��/0	��	)��1���2�3	4������9� 	,
��"�-	���$	��)��$��:;<3.��=	����
����	�
�

�� ��0��,��(����� 0������ �=��=∈2
!#%+������������-5�������(
���� ������

�������������(�� ��� �� ����
�����8������5�3�9��
!#%+������3∈;��"���3��5�3�9��-���:���!�
��3�,�(��� 3���� �= �������������
!#%+����)��;�������3���5�3�9��.�1�����<=��
��������,���3���������%(�!�����E�����
���������(����� �3�������(���(�� 3�� ��

��� �=�� 3������(�� 3��&�����������,�
�� �=��(�� 3��(����(�� 3��&
� �=��(�� 3���(��������(��&�
�� �=��(�� 3���!���� �� �=��(�� 3�������� �
�� �=��(� �3������ �
�� ���(=���3���� ���#�����K�/L5��M9�
�����8���3��5�3�9�4�N����3�����������5�3�9��������

�������� C�3����
D3E��������50%7F�3������G����H�0∈;��D
%(3�I�����1������0��5�3�9�
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��( − − −2 2 2

3 3 3

a b c

a b c = abc(a b)(b c)(c a)

a b c

���
����	�
�

�� 2 2 2

3 3 3

a b c

L.H.S a b c

a b c

=
2 2 2

1 1 1

abc a b c

a b c

=

2 2 1

2 2 2 2 2 3 3 1

1 0 0 ( C C C

abc a b a c a

C C C )a b a c a

→ −
= − −

→ −− −

�

2

1 0 0

(abc) a b a c a

a (b a )(b a ) (c a )(c a )

= − −

− + − +

2

1 0 0

(abc)(b a)(c a) a 1 1

a b a c a

= − −

+ +
(abc)(b a)(c a)[(c a= − − + )1 (b a− + )1]

(abc)(b a)(c a)[(c b)]= − − −

(abc)(a b)(b c)(c a) R.H.S= − − − =

� = − − − + +

2 3

2 3

2 3

1 a a

1 b b (a b)(b c)(c a)(ab bc ca)

1 c c ���
����	�
�

��

2 3

2 3

2 3

1 a a

L.H.S 1 b b

1 c c

=

2 3

2 2 3 3
2 2 1

2 2 3 3 3 3 1

1 a a

0 b a b a ( R R R

R R R )0 c a c a

= − − → −
→ −− −

�

2 3

2 2

2 2

1 a a

0 (b a)(b a) (b a)(b ba a )

0 (c a)(c a) (c a)(c ca a )

= − + − + +

− + − + +

2 3

2 2

2 2

1 a a

(b a)(c a) 0 a b a ab b

0 a c a ac c

= − − + + +

+ + +

[ ] 2 2 2 2(b a)(c a) (a b)(a ac c ) (a c)(a ab b )⎡ ⎤= − − + + + − + + +⎣ ⎦

������ [ ] 3(b a)(c a) ( a= − − 2a c+ 2 2ac ) ( ba+ + abc+ 2bc )⎡⎡ ⎤+⎣ ⎦⎣

������������� 3( a− 2a b+ 2 2ab ) ( ca+ + abc+ 2cb ) ⎤⎡ ⎤+⎣ ⎦⎦

���� [ ] 2 2 2 2(b a)(c a) ac bc ab cb= − − ⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

[ ] 2 2(b a)(c a) a(c b ) bc(c b)⎡ ⎤= − − − + −⎣ ⎦

���������� [ ][ ](b a)(c a) a(c b)(c b) bc(c b)= − − − + + −

[ ] ( )[c b](b a)(c a) a(c b) bc= −⎡ ⎤− − + +⎣ ⎦

[ ] ( )[ ](b a)(c a) [c b] ac ab bc= − − − + +

��� (a b)(b c)(c a)(ab bc ca) R.H.S= − − − + + =

� 3c)b2(a
2bacac

b2acbc
ba2cba

++=
++

++
++

� � 
 � � �

�, ��������

a b 2c a b

c b c 2a b

c a c a 2b

+ +
+ +

+ +

1 1 2 32a 2b 2c a b ( C C C C )

2a 2b 2c b c 2a b

2a 2b 2c a c a 2b

+ + → + +
= + + + +

+ + + +

�

1 a b

2(a b c) 1 b c 2a b

1 a c a 2b

= + + + +
+ +

2 2 1

3 3 1

1 a b

2(a b c) 0 a b c 0 ( R R R

0 0 a b c R R R )

= + + + + → −
+ + → −

�

2 32(a b c)1[(a b c) 0] 2(a b c) R.H.S= + + + + − = + + =

�

2 2 22

2 2 2 3 3 3 2

2 2 2

2bc-a c ba b c

b c a = c 2ac-b a =(a +b +c -3abc)

c a b b a 2ab-c

� � 
 � � �

!�", �41� 2 2 2
a b c

b c a a(bc a ) b(b ac) c(ab c )

c a b

Δ = = − − − + −

3 3 3 3 3 3abc a b abc abc c (a b c 3abc)= − − + + − = − + + −

2 3 3 3 2(a b c 3abc) ...............(1)⇒ Δ = + + −

)��;���8��

2a b c a b c a b c

b c a b c a b c a

c a b c a b c a b

=

�4!%(OD�.�EF�/����P�%(�
�����-��� I�1���8

a c b a b c a c b a b c

b a c b c a b a c b c a

c b a c a b c b a c a b

−
= − = −

−
2 2 2

2 2 2

2 2 2

a cb bc ab c ab ac ac b

ab ab c b ac a bc a cb

ca b ac cb bc a c ba ab

− + + − + + − + +

= − + + − + + − + +

− + + − + + − + +

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2bc a c b

c 2ac b a ................(2)

b a 2ab c

−

= −

−

����������������,�)GQ���R�S3��!�.�/��0�1�2�,�	�
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��@���A������09)�BC#;	
���(�

�� D4E)�.�������'��F�.�G����9�@�.�������'������	H�>���)

2 1 3 x 9

A 1 1 1 ,X y ,D 6

1 1 1 z 2

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−
Δ = = = + + − + − −

−

2 1 3

det A 1 1 1 2(1 1) 1(1 1) 3( 1 1)

1 1 1

��������"��%�������"� ����
−

Δ = = + + − + − −
−

1

9 1 3

6 1 1 9(1 1) 1(6 2) 3( 6 2)

2 1 1

��������������� = + + − = + − = −9(2) 1(4) 3( 8) 18 4 24 2;

Δ = = − − − + −2

2 9 3

1 6 1 2(6 2) 9(1 1) 3(2 6)

1 2 1

������������ = − + − = − − =−2(4) 9(0) 3( 4) 8 0 12 4;

−
Δ = = + + − + − −

−
3

2 1 9

1 1 6 2(2 6) 1(2 6) 9( 1 1)

1 1 2

���������� = + − + − = − − = −2(8) 1( 4) 9( 2) 16 4 18 6

������T���%(FH�������/�8

1 2
x

Δ −= =
Δ 2−

2 4
1; y

Δ −= = =
Δ 2−

3 6
2 and z

Δ −= = =
Δ 2−

3=

∴�UV%W(��?���@���A�%��

� �.��/�	0��1���.�/�10����� 	.��/�20��3

.�������'<�)�����9���+�I�������09)�BC#;	
���(�

�� D4E)�.�������'��F�.�G����9�@�.�������'������	H�>���)
3 4 5 x 18

A 2 1 8 , X y ,D 13

5 2 7 z 20

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

���H���C<X�����%(FH<X�UV%W(��>����)

D��J�K������)����)�%L	�/	H
3 4 5

| A | 2 1 8

5 2 7

= −
−

3( 7 16) 4(14 40) 5( 4 5)= − + − − + − +

3(9) 4( 26) 5(1) 27 104 5 136= − − + = + + =
T

1 8 2 8 2 1

2 7 5 7 5 2

4 5 3 5 3 4
AdjA

2 7 5 7 5 2

4 5 3 5 3 4

1 8 2 8 2 1

⎡ ⎤− −
+ − +⎢ ⎥− −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥= − + −

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

T T7 16 (14 40) 4 5 9 26 1

(28 10) (21 25) ( 6 20) 38 4 26

(32 5) (24 10) ( 3 8) 37 14 11

− + − − − +⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − − − − = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − − − − − −⎣ ⎦

9 38 37

AdjA 26 4 14

1 26 11

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⇒ = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦


�
1

9 38 37
Adj A 1

A 26 4 14
| A | 136

1 26 11

−
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

1
9 38 37 18

1
X A D 26 4 14 13

136
1 26 11 20

−
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥∴ = = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

9 18 38 13 37 20
1

26 18 4 13 14 20
136

1 18 26 13 11 20

× − × + ×⎡ ⎤
⎢ ⎥= × − × − ×⎢ ⎥
⎢ ⎥× + × − ×⎣ ⎦ 408

162 494 740 408
1 1

468 52 280 136
136 136

18 338 220 136

− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

136

136

136

136

136

3

1

1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦x 3

X y 1

z 1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∴ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∴ UV%W(��?�%��@����A��

� � �.�/��0�-�� .�/�0�$�� .� �� /� �� 0� �� �� . � � � � � � � ' < � ) �
%M.NOPI�-QRS������09�I��BC#;	
���(�

�� D4E)�.�������'��F�.�G����9�@�.�������'������	H�>���)

)��*��
2 1 3 9

1 1 1 ; 6

1 1 1 2

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x

A D X y

z

5��/
���H��
2 1 3 9

[ ] 1 1 1 6

1 1 1 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

AD

1 121 1 1 6 (R R )

~ 2 1 3 9

1 1 1 2

→⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

2 2 1

3 3 1

1 1 1 6

0 3 1 3 (R R 2R )

0 2 0 4 (R R R )

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − → −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − → −⎣ ⎦

�

2 3

1 1 1 6

0 1 1 1 (R R )

0 2 0 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

�

3 2

1 1 1 6

0 1 1 1

0 0 2 6 (R 2R )

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

�

( )1
3 3 2

1 1 1 6

0 1 1 1

0 0 1 3 (R R )

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥ → −⎣ ⎦

�

1 1 3

2 1 2

1 1 0 3 (R R R )

0 1 0 2 (R R R )

0 0 1 3

→ −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − → −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�

1 1 21 0 0 1 (R R R )

0 1 0 2

0 0 1 3

→ +⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

∴ ������	�
����	�����




� �
10

���������	
��Q
������-1A�����	
����������������

Q22 . �������������
� k2jic,kji2b,k3j2ia ++=++=+−=

��()� |c)ba(| ×× T� |)cba| ×× ( �)����)�%L)��(�

�� %(3EI�&'������,� k2jic,kji2b,k3j2ia ++=++=+−=

��� (a b) c× × 	���������:��Y��"��4!%(Y����ZB��O[���%(�!

a b× ��������:6ES�

i j k

a b 1 2 3

2 1 1

× = −

i ( 2 3) j(1 6) k(1 4)= − − − − + +
5i 5 j 5k= − + +

i j k

(a b) c 5 5 5

1 1 2

∴ × × = −

i (10 5) j( 10 5) k( 5 5)= − − − − + − −

5i 15 j 10k 5( i 3 j 2k)= + − = + −

| (a b) c | 5 | i 3 j 2k |∴ × × = + −

2 2 25 1 3 ( 2) 5 1 9 4 5 14= + + − = + + =

�� a (b c)× × ��������:��Y��"��4!%(Y����ZB��O[���%(�!

b c× ��������:6ES�

i j k

b c 2 1 1

1 1 2

× =

i (2 1) j(4 1) k(2 1)= − − − + − i 3 j k= − +

i j k

a (b c) 1 2 3

1 3 1

∴ × × = −
−

i ( 2 9) j(1 3) k( 3 2)= − + − − + − +

7 i 2 j k= + −

| a (b c) | | 7 i 2 j k |∴ × × = + −

2 2 27 2 ( 1) 49 4 1 54 9 6 3 6= + + − = + + = = × =

� U���,	#����V����>�W�����;�F����X�Y�������(���)�%L)��(�

−r = (6 i + 2j + 2k) + t( i 2j + 2k) �

− − − −r = ( 4 i k) + s(3 i 2j 2k)

�� )GQ��-3�\����$�M��� r = (6 i + 2j + 2k) + t( i 2 j + 2k) − 4

r = ( 4 i k) + s(3 i 2 j 2k)− − − −

5���3��]� r a tb,  r c sd= + = + $�M����%W(9

��.^�_�%(��/�!��)���
(a c).(b d)

b d

− ×

×

)GQ��-3�\����$�M����� r a tb,  r c sd= + = + 3`�ab�Q��
��������� a 6 i 2 j 2k, b i 2 j 2k= + + = − + ��� ��!

c 4 i k,= − − d 3i 2 j 2k= − −
��2OD_�
a c (6 i 2 j 2k) ( 4 i k) 10 i 2 j 3k− = + + − − − = + +

i j k

b d 1 2 2 i (4 4) j( 2 6) k( 2 6) 8 i 8 j 4k

3 2 2

× = − = + − − − + − + = + +
− −

(a c).(b d) (10 i 2 j 3k).(8 i 8 j 4k)∴ − × = + + + +
��!"�� �������"!

��2OD_��� 2 2 2| b d | 8 8 4 64 64 16 144 12× = + + = + + = =

∴���.^�_�%(��/�!��)����
(a c).(b d) 108

b d

− ×
=

× 12
9=

� ���
�����������
��3��������
��������� ���
������	�

��()� AB ��CD �����;�F����X�Y�������()����)�%L)��(�

�� %(3EI�&'� c�%(������������	���
������
���
�

� � � � � �����	���
����	������


OA i 2 j k, OB 4 i 3k, OC i 2 j k, OD 2 i 4 j 5k= − − = − = + − = − −

�/��AB-6��5��/d'$�M�5�	&e�5�P����/
� Rt,btar ∈+= �

a OA i 2 j k= = − − ��� ��!
b AB OB OA (4 i 3k) ( i 2 j k) 3i 2 j 2k= = − = − − − − = + −

����

�//�� CD-6��5��/d'$�M�5�	&e�5�P����/
�� Rs,dscr ∈+= �

c OC i 2 j k= = + − �� ��!
d CD OD OC (2 i 4 j 5k) ( i 2 j k) i 6 j 4k= = − = − − − + − = − −

��2OD_� j4)kj2i()kj2i(ca −=−+−−−=−

)218(k)212(j)128(i

461

223

kji

db −−++−−−−=
−−
−=×

20 i 10 j 20k= − + −
)��;���� (a c).(b d) ( 4 j).( 20 i 10 j 20k) 4(10) 40− × = − − + − = − = −

�� ��!�� 2 2 2| b d| ( 20) 10 ( 20)× = − + + −

��������� 400 100 400 900 30= + + = =

∴��)���
| (a c).(b d) | | 40 | 40

| b d | 30

− × −= =
× 30

4
units

3
=
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Q23 . ���	������
� �������������9:;Z�[��\'<� !)

− A B C
cosA + cosB - cosC = 1 + 4cos .cos .sin

2 2 2
��

������	
�	�
�
�� ��������-.���-.	���-.


2A B A B C
2cos .cos 1 2sin

2 2 2

+ − ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎝ ⎠
2C D C D

cosC cos D 2cos cos ;cos 1 2sin
22 2

θ⎡ ⎤+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = θ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
�

o 2C A B C
1 2cos 90 .cos 2sin

2 2 2

−⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟⎝ ⎠

2C A B C
1 2sin .cos 2sin

2 2 2

−= − + +

C A B C
1 2sin cos sin

2 2 2

−⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟⎝ ⎠

oC A B A B
1 2sin cos sin 90

2 2 2

⎡ ⎤− +⎛ ⎞= − + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

C A B A B
1 2sin cos cos

2 2 2

− +⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟⎝ ⎠
������������� ( )sin(90º ) cos−θ = θ�

C A B
1 2sin 2cos .cos

2 2 2
⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟⎝ ⎠

����������� ( )cos(A B) cos(A B) 2cos Acos B+ + − =�

A B C
1 4cos .cos .sin R.H.S

2 2 2
= − + =

� ������������9:;Z�[��\'<� !)

�� �
2

A
��� �

2

B
��� �

2

C
�������

2

A
���

2

B
�� 

2

C

���������	
�	�
�

�� �����������
A

2
�����

B

2
�����

C

2

2 2 2A B C
sin 1 cos sin

2 2 2
⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟⎝ ⎠

2 2 2 CA B
2 2 2

1 (sin cos ) sin= + − −

2 CA B A B
2 2 2

1 ( cos .cos ) sin+ −= + − −

2 2[ sin A cos B cos(A B)cos(A B)]− = − + −�

2 CA B
2 2

180º C
1 cos .cos sin

2
−⎛ ⎞−⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

�����������������������

( ) 2 CC A B
22 2

sin1 cos(90º ).cos −= −− −

2C CA B
2 2 2

1 sin .cos sin−= − −

C CA B
2 2 2

1 sin (cos sin )−= − +

180º (A B)C A B
2 2 2

1 sin (cos sin )− +−= − +

( )( )C A B A B
2 2 2

1 sin cos sin 90º− += − + −

C A B A B
2 2 2

1 sin (cos cos )− += − +

C A B
2 2 2

1 sin (2sin sin )= −

[ cos(A B) cos(A B) 2cos A cos B]+ + − =�

CA B
2 2 2

1 (2sin sin sin )= − ������

� �����������()

����
2

A
�����

2

B
�����

2

C
��
���� 

2

A
�� 

2

B
�� 

2

C
�

���������	
�	�
�

�� ������
2 2 2A B C

cos cos cos
2 2 2

= + +

2 2 2A B C
cos 1 sin cos

2 2 2
⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟⎝ ⎠

2 2 2A B C
1 cos sin + cos

2 2 2
⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎝ ⎠

��
2A B A B C

1+ cos cos 1 sin
2 2 2

⎛ ⎞+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

��� 2 2cos A sin B cos(A B)cos(A B)⎡ ⎤− = + −⎣ ⎦�

2C CA B
= 2 + sin cos sin

2 22

−⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠

�� 2C CA B
2 + sin cos sin

2 22

−⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎝ ⎠

�
C CA B

2 + sin cos sin
2 22

⎛ ⎞−⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

C A B A B
2 sin cos cos

2 2 2

⎛ ⎞− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

��� C A B
sin cos

2 2

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
�

C A B
= 2 + sin 2sin .sin

2 2 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

��������� [ ]cos(A B) cos(A B) 2sin Asin B− − + =�

A B C
2 2sin sin sin

2 2 2
= +

A B C
2 1 sin sin sin

2 2 2
⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠

������
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Q24 . �
�� �!�"�#��$��

� ����������������������	����������()�
���������
�����
������	
�	�
�

�� %(3EI�&'������,��B�����B��%��B�� ��� ��!�B����-��;���

1 2 3rr r r 1 2 3 6 36 6Δ = = × × × = =

�����
6

r  1= s 6
s s

Δ= ⇒ ∴ =

�/�� 1
1

6
r    s a

s a r

Δ Δ= ⇒ − = =
− 2

3=

s a 3 6 a 3 a 6 3 3∴ − = ⇒ − = ⇒ = − =

�//�� 2
2

6
r    s b

s b r

Δ Δ= ⇒ − = =
− 3

2=

s b 2 6 b 2 b 6 2 4∴ − = ⇒ − = ⇒ = − =

�///�� 3
3

6
r  s c

s c r

Δ Δ= ⇒ − = =
− 6

1=

s c 1 6 c 1 c 6 1 5∴ − = ⇒ − = ⇒ = − =

� �
���� � I� *��1�� *������ *����� � � ( ) � ������ ) �
��)�%L)��(�

�� %(3EI�&'������,��B��!��B������B������

-��;����
1 2 3

1 1 1 1

r r r r
= + +

1 1 1 1 3 2 1

r 8 12 24 24

+ +⇒ = + + =

6=
24

1 1 1
r 4

4 r 4
= ∴ = ⇒ =

)��;���� 1 2 3rr r r  = 4 8 12 24Δ = × × ×

2 2 24 8 (3 4) (3 8) 3 4 8 3 4 8 96= × × × × × = × × = × × =

�
96

r    s
s r

Δ Δ= ⇒ = =
4

24 s 24= ∴ =

�/�� 1
1

96
r    s a

s a r

Δ Δ= ⇒ − = =
− 8

12=

s a 12 24 a 12 a 24 12 12∴ − = ⇒ − = ⇒ = − =

�//�� 2
2

96
r    s b

s b r

Δ Δ= ⇒ − = =
− 12

8=

s b 8 24 b 8 b 24 8 16∴ − = ⇒ − = ⇒ = − =

�///�� 3
3

96
r    s c

s c r

Δ Δ= ⇒ − = =
− 24

4=

s c 4 24 c 4 c 24 4 20∴ − = ⇒ − = ⇒ = − =

� 
����I����������������	���()

1 2 3
65 21

R = , r = 4, r = , r = 12, r = 14
8 2

��
����	�
�

�� %(3EI�&'������,������%�����������&���-��;���

2s a b c 13 14 15 42 2= + + = + + = ⇒ s 42= s 21⇒ =

)��;��� s(s a)(s b)(s c)Δ = − − −

21(21 13)(21 14)(21 15)= − − −
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