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2 x
e (1+ x)

dx
cos (xe )
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dx
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dx
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3sinx + cosx + 7

dx
sinx + cosx +1
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5
4(k) 2( 3) (4 k) 4(2 3) 6 0 4k 6

2
⇒ + − − + + − + = ⇒ − 5

(4 k) 4 6
2

− + − + 0=

5
4k (4 k) 4 0 8k 5(4 k) 8 0

2
⇒ − + − = ⇒ − + − =

28
8k 20 5k 8 0 3k 28 k

3
⇒ − − − = ⇒ = ⇒ =
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"≡ 2 2x y 4x 6y 7 0+ + + − = ��
	�����")�≡ 2 2 9
x y 2x 3y 0

4
+ + + − =

�� ��
��!���
*�+,-.���/	,-%&'��"")����

( ) ( ) 9
4 2 x 6 3 y 7 0

4
⎛ ⎞⇒ − + − + − + =⎜ ⎟⎝ ⎠

�
19

2x 3y 0 8x 12y 19 0
4

⇒ + − = ⇒ + − =
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m n

(x x) (x x ) (y y ) c+ + + + + =1 1 1 0
2 2

l
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( x) (x ) y
⎛ ⎞− + − + =+⎜ ⎟⎝ ⎠

3
1 4 2 4 4 12 0

2

y
x x

+⎛ ⎞⇒ − − − + =⎜ ⎟⎝ ⎠
2 3

4 2 8 4 12 0
2

x x ( y )⇒ − − − + + =4 2 8 2 2 3 12 0 x x y⇒ − − − − + =4 2 8 4 6 12 0

x y⇒ − − =2 4 2 0 (x y ) x y⇒ − − = ⇒ − − =2 2 1 0 2 1 0 � +�
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dy x

dx

−= 2

4

����'���
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a b 16 9 144
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x

2 x
e (1 + x)

dx
cos (xe )

 ���:,B
5�
@A$

���� 
/����0⇒1
/��/����,2
�20⇒/����
�2
�20

∴��
x

2 x 2
e (1+ x) dt

dx =
cos (xe ) cos t

∫ ∫ ��
2sec t dt∫ xtan t c tan(xe ) c= + = +



�� ∫ dx
(x +1)(x + 2)

 ���:,B
5�
@A$

����
dx (x 2) (x 1)

dx
(x 1)(x 2) (x 1)(x 2)

+ − +=
+ + + +∫ ∫ 1 1

dx
x 1 x 2

⎛ ⎞= −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ log| x 1| log| x 2| c= + − + +
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1

0

dx

3-2x∫  ���:,B
5�
@A$

����
1 1

0
0

dx 1
I 2 3 2x

23 - 2x

− ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦∫ 1

0
3 2x ( 3 2(1) 3 2(0))⎡ ⎤= − − = − − − −⎣ ⎦

(1 3) 3 1= − − = −
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6 4

0

sin xcos xdx ���:,B
5�
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6 4

0

sin x cos x dx∫ [ ][ ](5)(3)(1) (3)(1) 3

(10)(8)(6)(4)(2) 2 512

π π= =

��3 0/�04/� ( )factor m,n are even
2

π
Q
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2
1 1(1) y y x 2y∴ ⇒ = − 2

1 12y xy y 0⇒ − + =
2dy dy

2 x y 0
dx dx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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⇒ 2 21
1 2 1 2

2

PT 2
3PT 2PT 9(PT ) 4(PT )

PT 3
= ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2
1 1 1 11 1 1 19[x y 4x 6y 12] 4[x y 6x 18y 26]⇒ + − − − = + + + +

2 2 2 2
1 1 1 11 1 1 19x 9y 36x 54y 108 4x 4y 24x 72y 104⇒ + − − − = + + + +

2 2
1 11 15x 5y 60x 126y 212 0⇒ + − − − =
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⇒�������	��λ���������⇒������λ������⇒��λ����⇒ λ���

�����S�T�	
�	�λ����U)�<4,.)V�9�����
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1 11PT S=

2 11PT S’=
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�4 2 ��

�:��W*+X����	���)�!"*+,
�!" �!>?
@A$

���� W%&X
�������/	,-%&'��
2

2 2

y
1, (a b)

a b
+ = >

2x

?!�#��A��MNEO
��Y�
2

22b
4 b 2a

a
⇒ = ⇒ =

?!Z#[	�	�"��-/����
	����")��-/����
	�#�����(%&�� 4 2

2ae 4 2 ae 2 2⇒ = ⇒ = 2 2(ae) (2 2) 8⇒ = =

�)��2EO	� 2 2 2b a (1 e )= − 2 2 22a a (ae) a 8⇒ = − = −

2a 2a 8 0 (a 4)(a 2) 0 a 4⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = 2b 2a 2(4) 8∴ = = =

∴�W%&X
�������/	,-%&'��
2 2x y

1
16 8

+ = � 2 2x 2y 16⇒ + =


��� W*+X����	-���4�6��%���0*+12*7.-�!B��% Ǹa��� �
@A�b�c ��
;D��d���
����-��e�
�� �;
�N��Q��Z�f���!"T�����	
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@A$

���� W%&X
�������/	,-%&'��
2 2

2 2

x y
S 1 0

a b
≡ + − =

����	)��\��0)��H,-�����	
����
������8�	,I�	
�

"���W%&X
��!�K,L�*�;!�	�,-]^����2%&34%5���/	,-%&'�� 222 bmamxy +±=

2 2 2y mx a m b⇒ − = ± + ��������

0)����2%&34%56-7���A
����_�E:���%&̀ D4%5�;!�	��'*�

�G��7-/����8?:�?!Z#[	���@	�EQ�MR�:��$K���/	,-%&'�
1

y 0 (x ae) m y (x ae) my x ae......(2)
m

− = − ± ⇒ = − ± ⇒ + = ±

,�K���
������8�	�G�abcd�aec���5�EO������	
�
2 2 2

1 1 1 1y mx a m b and my x ae⇒ − = ± + + = ±

0)��f%�EO	���/	,-%&'+��	�
%&g�9:�V�,-�	)���
⇒���*
�����*���
�����-�*��.����-/��

2 2 2
1 1 1 1(y m x 2mx y⇒ + − 2 2 2

1 1 1 1) (m y x 2mx y+ + + 2 2 2 2 2) a m b a e= + +

⇒�
�
����*�����

����*���-�*��1-���/��,�-�/��

⇒��
�
����

�����*���-��*�����⇒�
�
����

��-�

∴���
�������>�,-P����#�	)��\����
�������-��J

WK?:���Z�f���!"�����	���8�h+%&	J
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����
�� !1���
���
2�'�3$

���� �� ��8<)�%!
���	��
������ ⇒ 
2 2

2 2x y
1 a 4, b 1

4 1
− = ⇒ = =


������8?:�4%5�;!�	��'� ⇒�WK���A4%5�;!�	��
���45�'6
*�;!�	�,-]^����2%&34%5� 2 2 2y mx a m b= ± −

����*�
−1

2
�,-]^����
(���%&���2%&34%5�

−1

2

1 1
y x 4 1

2 4
⎛ ⎞= − ± −⎜ ⎟⎝ ⎠

x
y x 2y 0

2

−⇒ = ⇒ + =

����*�����A���2%&34%5�� 2y 2x 4(2 ) 1= ± − y 2x 15⇒ = ±


�� ��	�%��������	�!�%������#�&��!"(
�>�-�O;��/g6�h �i!"��Y!"�2*j����YI Ǹa�k�g6�lm��
�!" �!>?
@A$

���� 8#$�8�	�G�������
����� �
�
	�����!8,-.��i�)�A��B;>	j��H,-�
U,-4%k��	�U<Z#[	l�

� �
≥���
�( +�
∈1��π'�,�
	����� �
≤���
�( +�
∈1π'��π'�,

[ ] [ ]
/4 /2

/4 /2
0 /4

0 /4

A sin xdx cosxdx cosx sin x
π π

π π
π

π
∴ = + = − +∫ ∫

1 1
1 1 (2 2)

2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
9�J��*

�
4

π
2

π

�

�
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���
3 3dy

x(x 1) y x (x 1)
dx

− − = −  ��[�nN
5�
@A$

���� ��������/	,-%&'
�
3 3

3 3 x (x 1)dy dy y
x(x 1) y x (x 1)

dx dx x(x 1)

−
− − = − ⇒ − =

− x (x 1)−
2 2x (x 1)= −

2 21dy
y x (x 1)

x(x 1)dx

−⎛ ⎞⇒ + = −⎜ ⎟−⎝ ⎠
��G����S�4%k��	�8
,-�����/	,-%&'
�J

�G
dy

yP(x) Q(x)
dx

+ = �%&()���S�,-���	J��,-PEO�
1

P(x)
x(x 1)

−=
− � 2 2Q(x) x (x 1)= −

�,-PEO�
1 dx x1 1

P(x) P(x)dx dx logx log(x 1) log
x(x 1) x(x 1) x 1x x 1

− ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⇒ ∫ = − = = − − =−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −−⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫

P(x)dxI.F e∫=
x

log
x 1 x

e
x 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠= =

−

∴��"��#��������9�� (I.F)Q(x)dx∫

⇒
xx

y
x 1x 1

⎛ ⎞ =⎜ ⎟ −−⎝ ⎠
2 2x (x 1)

⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎝ ⎠
dx∫ � 3x (x 1)dx−∫ ��

5 4
4 3 x x

(x x )dx c
5 4

− = − +∫

∴ �"��#���
5 4x x x

y c
x 1 5 4

⎛ ⎞ = − +⎜ ⎟−⎝ ⎠
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9����:�����'�3$

���� #��������$��−������:��−������;��−��−���8�	,i�EFJ

"�
��������������	
��	���������⇒�"#�"$�":

��������� 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1SA SB SA SB (x 1) (y 1) (x 6) (y 0)= ⇒ = ⇒ − + − = + + −

2
1( x⇒ 2

1 12x 1) ( y− + + 2
1 12y 1) ( x− + = 2

1 112x 36) y+ + +

1 1 1 1 1 114x 2y 34 0 2(7x y 17) 0 7x y 17 0 .........(1)⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ + + =

������� 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1SB SC SB SC (x 6) (y 0) (x 2) (y 2)= ⇒ = ⇒ + + − = + + −

2
1( x⇒ 2

1 112x 36) y+ + + 2
1( x= 2

1 14x 4) ( y+ + + 14y 4)− +

1 1 1 1 1 18x 4y 28 0 4(2x y 7) 0 2x y 7 0 ......(2)⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ + + =

����<������������ !"����������	
��	"�
�������"���	�#

1 1 1(1) (2) 5x 10 0 5x 10 x 2− ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −

$%&���	�'�� 1 1 17( 2) y 17 0 y 3 0 y 3− + + = ⇒ + = ⇒ = −

∴��������	
��	� 1 1S(x , y ) ( 2, 3)= − −

�������#�������⇒�+�"#⇒�+��"#�

2 2 2r (1 2) (1 3) 9 16 25∴ = + + + = + =

�(������	
��	�$)*�)+&��������+���	��,(�,-��������"�.��/012	

2 2 2 2(x 2) (y 3) 25 (x 4x 4) (y 6y 9) 25+ + + = ⇒ + + + + + =

2 2x y 4x 6y 12 0⇒ + + + − =

����������;�−��−������3�4�"�.��/012	56�
��7��8�9	:�,(

�−�����−������−�����−��−�������−�−��−�����−����
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����
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���� �
����−�
−����������
��!�K,L�4,�U����:�����	���;!�"�%&m��r ( ) ( )= − + − − = =2 2
1 2 5 28 1 1


����+�
−��������
��!�K,L�4,�U����:���−������;!�"�%&m��r ( )= + − − = =2 2
2 2 3 4 9 3

��%&()��8���%&4,�U��
����8?:G�:�:���	�+����+��������Kn�2<��S�8���%&����TZ#[o�9�	�	J

1( 2) 3(2) 1(3) 3(5) 4 18 9
I , , 1,

1 3 1 3 4 4 2

− + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∴ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

<%&�,p�_
	�EF���2%&34%q+����@����/	,-%&'
��S S (S)=2
1 11

⇒
2

2 29 9 81
x y 2(x 1) 5 y 28 1 4 45 28 (x y 4x 10y 28)

2 2 4

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + + = + − − + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2
2 2y 7 1 ( 2x y 7)

x (x y 4x 10y 28)
2 2 4 4

− − +⎛ ⎞⇒ − − + = + − − + ⇒⎜ ⎟⎝ ⎠
1

4
= 2 2(x y 4x 10y 28)+ − − +

2 2 2(2x y 7) x y 4x 10y 28⇒ + − = + − − +
2 2 2 2 24x y 49 4xy 28x 14y x y 4x 10y 28 3x 4xy 24x 4y 21 0⇒ + + + − − = + − − + ⇒ + − − + =
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K��	��4%5���AM���
��=���(α, β)�8�	,I�	
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����#

3 5
, (1,3) 3 2 1

2 2

α + β +⎛ ⎞⇒ = ⇒ α + = ⇒ α = −⎜ ⎟⎝ ⎠
>� 5 6 1β + = ⇒ β =

∴�=�������

#��������=��������	�,-]w)�8,-.
��;!�	
3 1 2

m 1
1 1 2

−= = =
+

K��	��4%5�8,-.
��6-7���A����_�EO	�	�,�
��d�K��	��4%5�;!�	���
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2 2 1 1
1 1

2 2

| x y |
(x 3) (y 5)

1 1

+− + − =
+

⇒
2

2 2 1 1
1 1

(x y )
(x 3) (y 5)

2

+− + − =

2 2 2
1 1 1 12[(x 3) (y 5) ] (x y )⇒ − + − = +

1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 12(x 6x 9 y 10y 25) x 2x y y⇒ − + + − + = + +

1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 12(x y 6x 10y 34) x 2x y y⇒ + − − + = + +

1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 12x 2y 12x 20y 68 x 2x y y⇒ + − − + = + +

1 1

2 2
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cos x 3sin x 7

dx
cos x sin x 1

+ +
+ +∫  ���:,B
5�
@A$

����
d

cos x 3sin x 7 A (cos x sin x 1) B(cos x sin x 1) C
dx

+ + = + + + + + +

cos x 3sin x 7 A( sin x cos x) B(cos x sin x 1) C⇒ + + = − + + + + + ������������������

cos x 3sin x 7 cos x(A B) sin x( A B) (B C)⇒ + + = + + − + + +

� �
��>�,-P��@	',���	�MR� ��d���#�$����������������������

���
��>�,-P��@	',���	�MR� ��d�����#�$����������������������

�Vm%&�)��$��	�MR� ����$�:����������������������

�)�xEO	�����������⇒��$���⇒�$��
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�����	�EF�����:��$������	

#�����$����:��	�T�	
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9�	 �	J

cos x 3sin x 7 1( sin x cos x) 2(cos x sin x 1) 5+ + = − − + + + + +

�
cos x 3sin x 7 1( sin x cos x) 2(cos x sin x 1) 5

I dx dx
cos x sin x 1 cos x sin x 1

+ + − − + + + + +∴ = =
+ + + +∫ ∫

sin x cos x cos x sin x 1
dx 2

cos x sin x 1

− + + += − +
+ +∫ cos x sin x 1+ +

1
dx 5 dx

cos x sin x 1
+

+ +∫ ∫

1
log | cos x sin x 1| 2x 5 dx

cos x sin x 1
= − + + + +

+ +∫ �������������
f (x)

dx log | f (x) | c
f (x)

′⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫Q

�)�xEO	� 1
1

I dx
cos x sin x 1

=
+ +∫ ��	�,-�	�I��$�J

x
tan t

2
= �⇒ 

2

2 2 2

2t 1 t 2dt
sin x ,cos x and dx

1 t 1 t 1 t

−= = =
+ + +

1 22 2 2

2 2 2

2dt1 1
I

1 t1 t 2t 1 t 2t 1 t
1

1 t 1 t 1 t

⎛ ⎞∴ = =⎜ ⎟+⎝ ⎠− − + + ++ +
+ + +

2

2dt
.
1 t+

∫ ∫

2dt 2

2 2t
= =

+
dt

2

dt x
log |1 t | c log |1 tan | c

1 t 2(1 t)
= = + + = + +

++∫ ∫ ∫

������	�EF�
x

I log | cos x sin x 1| 2x 5log |1 tan | c
2

= − + + + + + +
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��� �� n
nI = csc xdx� � 8"9��-q�&!"*+,���<Y���� ��*%;rB���dG �
@A� 5csc xdx� � ���:,B
5����$

���� n
nI = csc xdx� n 2 2csc x csc xdx−= ∫ �

;>���hL�U)�;:	��	
���@����	
�
�
	���

f%�EO
�U)�;:	��	
	��A�����
� v cot x⇒∫ = −

TZ#+�@���
(,-�����(U��
��U)�,�%&
�

( )n 2
nI csc x cot x−= − n 3(n 2)csc x( cscx cot x)( cot x)dx−− ∫ − − −

n 2cs c x cot x−= − n 2 2(n 2) csc x cot xdx−− − ∫

n 2cs c x cot x−= − �� n 2 2(n 2) csc x (csc x 1)dx−− − ∫ −

n 2cs c x cot x−= − �� n n 2(n 2) csc x dx (n 2) csc x dx−− − ∫ + − ∫

n 2
n n n 2I csc x cot x (n 2)I (n 2)I−

−= − − − + −

n 2
n n n 2I (n 2)I csc x cot x (n 2)I−

−⇒ + − = + −

⇒ n 2
n n 2I (1 n 2) csc xcot x (n 2)I−

−+ − = − + −

n 2
n n 2I (n 1) cs c x cot x (n 2)I−

−⇒ − = − + −

n 2

n n 2
csc x cot x n 2

I I
n 1 n 1

−

−
−⇒ = − +

− −

��	�����T�	
��	�
%&	�����abc�S��U)�<4,.)V�9���d
3

5
5 3

csc x cot x 3
I csc xdx I

4 4

−= = +∫
3

1
csc x cot x 3 cscx cot x 1

I
4 4 2 2

− +⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

3csc x cot x 3csc x cot x 3
csc x dx

4 8 8
= − − + ∫

3csc x cot x 3csc x cot x

4 8
= − − �����

3
log | csc x cot x | c

8
+ − +

∴
3

5
csc x.cot x 3

I cs cx cot x
4 8

= − �
3 x

log | tan | c
8 2

+ +
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 log(1 tanx)dx
�
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5�
@A$

����

a a

0 0

f (x)dx f (a x)dx= −∫ ∫ �8K�
	�6-7��>�	��	

( )
/4

0

I log 1 tan x dx
π

∴ = +∫
/4

0

log 1 tan x dx
4

π ⎡ ⎤π⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫

/4

0

tan tan x
4log 1 dx

1 tan tan x
4

π
π⎡ ⎤−⎢ ⎥

= +⎢ ⎥π⎢ ⎥+
⎣ ⎦

∫

/4

0

1 tan x
log 1 dx

1 tan x

π −⎛ ⎞= +⎜ ⎟+⎝ ⎠∫

1 tan x
log

+= 1 tan x+ −/4

0

dx
1 tan x

π ⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

∫

/4

0

2
log dx

1 tan x

π ⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠∫

/4

0

[log 2 log(1 tan x)dx
π

= − +∫

/4 /4

0 0

log 2 1dx log(1 tan x)dx
π π

= − +∫ ∫

[ ] /4
0

log 2 x Iπ= −

I I (log 2) 2I (log 2)
4 4

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ + = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

I (log 2)
8

π⎛ ⎞⇒ = ⎜ ⎟⎝ ⎠
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2

dy y 2xy

dx x xy

−=
−

 ��[�nN
5�
@A$

����
2

2

dy y 2xy

dx x xy

−=
−

��������������G�H,-���
	)y�(���8
,-�����/	,-%&'
�J

dy dv
y vx v x

dx dx
= ⇒ = +

abc��	�EF�
2 2 2

2
dv v x 2x(vx) x

v x
dx x x(vx)

−+ = =
−

2

2

(v 2v)

x

−

(1 v)−

2(v 2v)

(1 v)

−=
−

2dv v 2v
x v

dx 1 v

−⇒ = −
−

2 2v 2v v v

1 v

− − +=
−

22v 3v

1 v

−=
−

2

2

dv 2v 3v (1 v)dv dx
x

dx 1 v x2v 3v

− −∴ = ⇒ =
− − 2 2

( v)dv dx ( v)dv
log x log c........(2)

x2v 3v 2v 3v

1− 1−⇒ = ⇒ = −
− −∫ ∫ ∫

�)�xEO	�
1 v 1 3v 3 1 (2v 3) v

dv dv dv
v(2v 3) 3 v(2v 3) 3 v(2v 3)

− − − += − = −
− − −∫ ∫ ∫

1 1 1 1
dv log v log(2v 3)

3 v 2v 3 3 2

1⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − + = − + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎝ ⎠∫

aec��	�EF�
1 1 x

log v log(2v 3) log
3 2 c

⎡ ⎤− + − =⎢ ⎥⎣ ⎦
⇒

1 x
log(v 2v 3) log

3 c
− − =

⇒
3

3

x c
log v 2v 3 3log log

c x
− = − = ⇒

3

3

c
v 2v 3

x
− = 3 3 6 2 6x v 2v 3 c x v (2v 3) c⇒ − = ⇒ − =

2 2
6 6 3 2

2 2
y y y 2y 3x

x 2 3 c x c x y (2y 3x) c
x xx x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ − = ⇒ = ⇒ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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