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��� �����	
� ��
����	� ��� �������� ��������� ������ ������	�� ����������
������

���������������
��������������	�����F ��	�F ����������������������������
������S �
�	�S ��������� �����������������������F �����S ������!�"������������	�#������
�$���
��	������	�
����������	�#�������������%!��F �S !

���&����	�'����	���������	��������	���
�������������������������������!
"��������	�(	������������������	��������������
� b.a ��	�� b,a ���	�)ab ���������������
���������������	�������	�����	��	�����!

"�����	��������������	�������������������������������	��	������������������	�!
����	
������ ���� ������ �������� ���� �����	�� ��� ��� �

������
�����#��������������������������������	�����!�*	����������	�+���������������	������
�����
������� ������������ ��� ���� �����	��	�����!� )�
�� �
��	����� ������� � �����
	�
�
��	������������������	������ b,a �	����	���������	�� b.a ,-������ j.i ,-�� i.i ,.
������ 22 a|a|a.a �� !�)�
�����
��	��������	�����
��	����	����
���������������������

�����������	�
������!�"��������	� �#������� ��� ���������� ��� ������	
��� ��	
� ��
�/�	���������������������	��������� pn̂.r � ����������	���������	
�����/0

0�%,�!
'���������������������������	��#������������������	�����������	�� ��������	������1�1
�!�!�� �2 2 2|r | 2r.c+|c | = a !

"��� �������� ��������� �	�� ���	�� ����� ��	����� �����	� #���������� ����
��
������� ��	���� � FrT �� �� ������	�
�
����
� � prl �� �� �	�� �/�	��������
�	����������
���������������
�������	�#���������!����&����	�'����	���������	������
�	���
�����������������������������������������
�����&����	�(	�������	� 	�����	�����
�	�)�����	�������������������������
� ba � �	�2 b,a 3��	� baV ���	����������	�� b,a !
4�	�������	����	�������	�������	����
�����������������	��	��������������������	� ba � !
'���
��	���������	�	����������������	�����	��������������� ba � �����������������
�	������������	�������	�
������ b,a �����+��������������������������������
������������
��������	��	��!
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��  ������*�������
���� b,a �	�� �
�����
������������
������������������������	�� ����������	��
���� ����� ����
���������������������� b,a ��� n̂sin|b||a|bxa �� �
�����n̂ ���������������������������������������
������������������������ banda ��������������������������������������������������������������
 ���
������
!���"� n̂sin|b||a|bxa ��

+�3�����#�	������$���������������	�������������������������������������������� rOPandF �
	��������%������
������#"���	�������������	��
���� r �&� F "� n̂ �	�����������������
�������������������������������������� F&r ��������������������������m �'!��(��
����������������)���	����#������������������������� r ����� F ����"����������
���������*��	����#���� n̂.sin|F||r|Fxrm ��� �

4�5��+��������� 0a � �'��)� 0b � �'��)� b,a ���������������������������� 0bxa �

!���� 
� !���������������������
����������������������(������,�
���������������������������������� b,a
���������� b,a ����� bxa ���������������������,���������������������"� bxa �����������������

���	���� a & b �������� bxa � ������������ ��� n̂ �-���"� n̂,b,a � ���������������������,�������
��������

!���� �� axbbxa � �'������������������������������������)��+������ axbbxa �� �'����������������
��
)��	��� |axb||bxa| �

!���� #� � b,a0bxa �� ������������������ 0a � ���� 0b �

!���� -� � 0axa �

!���� $� � 0n̂x)bxa( � �'���� bxa ����� n̂ �������������)

!���� '� � 0b).bxa(,0a).bxa( �� "��'���� bxa ���������������������	���� a ����� b )

!���� .� � a ��������������������� b ��� |b||a||bxa|n̂|b||a|bxa ���

!���� 6� � )bxa(m)bm(x)a( ll � ������������������"����

7!����&�� �� sin|b||a||bxa| ��'����.����./���������0����10������. n̂ ./�)

!����
8�� |b||a||bxa| � � ' � � � � . � ������)

!����

�� cxabxa)cb(xa ��� �'������������������������$�����������%����!��������2)

���9����������	�����������
��� ��� �����
�������������������

����*�����������������������������������"� n̂sin|b||a|bxa �� ������ �� sin|b||a||bxa| �

|bxa|

bxa

sin|b||a|

bxa
n ��� �

!���� 
��!������������������������������������������������������
|bxa|

bxa
banda ��

!���� ���!�����������������������3��������������������������� ��
�

�
��
�

�
�

|bxa|

bxa
kb,a

�
�

r �
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4��+�����������������	��
���� b,a ������
|b||a|

|bxa|
sin � '����������!����&���� |b||a||bxa| � �����

5��6��������������������������������������' k,j,i )
'�)� 0ixi � �'���� i,i ��������������)
'��)� |j||i|jxi � ���20�� k/������ kk �
�����"� 0kxk,0jxj,0ixi ���

jixk,ikxj,kjxi ���
���� jkxi,ijxk,kixj ������

$�����
:���� �;���		���� ���� ���		� ��������

$�
��)�� kbjbibb,kajaiaa 321321 ������ �����

321

321

bbb

aaa

kji

bxa �

*��������� )kbjbib(x)kajaia(bxa 321321 �����
/� )kbjbib(x)ka()kbjbib(x)ja()kbjbib(x)ia( 321332123211 ��������

/� )kb(x)ja()jb(x)ja()ib(x)ja()kb(x)ia()jb(x)ia()ib(x)ia( 322212312111 �����

��� )kb(x)ka()jb(x)ka()ib(x)ka( 332313 ���
/� )jxj(ba)ixj(ba)kxi(ba)jxi(ba)ixi(ba 2212312111 ����
�� )kxk(ba)jxk(ba)ixk(ba)kxj(ba 33231332 ����
/ )0(ba)i(ba)i(ba)j(ba)0(ba)k(ba)j(ba)k(ba)0(ba 332332132212312111 �����������

/� ������ )baba(k)baba(j)baba(i 122113312332

321

321

bbb

aaa

kji

$����)�� r � �	���:������������� i ( r i ) j ( r j) k ( r k) 2r� � � � � � � � �

������ kzjyixr ��� � ����� i (r i ) i ((xi yj zk) i )� � � � � � �
/� i (x( i i ) y( j i ) z(k i )) i (x(0) y( k) z( j))� � � � � � � � � � �
/� i ( yk zj)� � �
/� ( y)( i k) z( i j) ( y)( j) z(k) yj zk� � � � � � � � � �

��������,"������������,���������$��������������� j (r j) zk xi� � � � �����k (r k) xi yj� � � �
���� i (r i ) j (r j) k (r k) (yj zk) (zk xi ) (xi yj) 2(xi yj zk) 2r� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

'�� )����� ��
�����	��������� ���		�������������������������

'�
��)�� b,a �������:�����������	������ 2222 |b||a|)b.a(|bxa| �� "��%�
b.bb.a

b.aa.a
)b.a(|b||a||bxa| 2222 ���

*����� ������	������������	��
���� b&a
����� )1|n̂|(sin|b||a|bxan̂sin|b||a|bxa ������ �
-���� |b||a|b.a � �����

���� 22222222222222 |b||a|)cos(sin|b||a|cos|b||a|sin|b||a|)b.a(|bxa| ����������

������
b.bb.a

b.aa.a
)b.a)(b.a()b.b)(a.a()b.a(|b||a||bxa| 2222 �����

7 8

8

i

jk
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'���� )�� |b.a||bxa| � � ����� � b.a �/-$<

*����� |b.a||bxa| �
	 � |b||a| ���� �/� |b||a| .���� .	�����/.����.�	��/59:�

.��)�� c,b,a ���������	���	������������
������� axccxbbxa �� �

*����� c,b,a ������������������
-;6
	� 0cba ���
	� a (a b c) a 0� � � � �
	� a a a b a c 0 0 a b a c 0� � � � � � � � � � � �
	� a b a c 0 a b (a c) a b c a� � � � � � �� � � � � � � �����'�)
-����� a b c 0 b (a b c) b 0� � � � � � � � �

0cbbbab ������

	� b a 0 b c 0 b c b a� � � � � � � �� �
	� b c a b� � � ������'<)
�����'�)�&�'<)� a b b c c a� � � � �

6��=��5������
� )������������� ���>��		� �������� "����	�� ����������	%�

 ����������������-�	����������������������������������	,���������������6�����������������3
���
������������������� n̂ �����������������������������������������������������������������������������,����
�����- n̂ �����������������������������������������������	�������	,�����������6�

!���� !�������������������������������������������������(����������������������������������������������
�������������������������������������������

?�����5�
�
� ?��������������������@>� �	�
1

(AB AC)
2

�

*����� ���� n̂ 	������������������������������������������������-";"6����������� AC,AB ����� n̂ �����
����������������,����������������

=�
"����������������
-;6
1

(Area of ����� �������	
� ����
2

� �� �

�����
1

| AB || AC | sin A(n)
2

� �

�����
1

(AB AC)
2

� �

>���

��:
���!���-�������
-;6����
1
� ����� �

2
�

�������
1 1 1

Also, the area of ��� �� � �� �� � � �� �� � � �� �� �
2 2 2

� � � � � �

>���

��:���+��-' a )"�;' b )"�6' c )���������������������
-;6����������������������������������

������ |axccxbbxa|
2

1
���

>���������������

�������:����#������	��" a %��@" b %��>" c %��

>���

��:�#��!����������-'a )"�;'b )"�6'c )����������������� a b b c c a 0� � � � � � � ����"AB AC 0� �
*����� +��-' a )"�;' b )"�6' c )�����������������������������������
-;6���� 0 ����������������

�����"�AB AC 0� � ���� a b b c c a 0� � � � � �

-

; 6

8 8
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?�����5����)���@>A��	�������

�
����5�	��������� bBC,aAB �� ��������	��������������	� bxa �
*����� %��������������������������������-;6>

bxaADxAB)ADxAB(
2

1
2����ofArea(Vector2 ���

�
�

�
�
���

=��5������
� ������������������ ���		���������
>���

��:3�-�������������������������
������?������������������������	,� b,a ���� |bxa|

?�����5�#3)���>�@A����������������
	������������
�����
��@>A��������	��������������	�
1

(ACxBD)
2

*������%������������������(�������������-;6>/%��������������
-;6@���������������
-6>�

� �

1 1
(AB AC) (AC AD)

2 2
1 1

(AC ( AB) AC AD) (AC BA) (AC AD)
2 2
1 1

(AC (BA AD)) (AC BD)
2 2

� � � �

� � � � � � � � �

� � � � �

>���

��:��!���������������(�������������-;6>�
��������������-6"�;>����
1

| ACxBD |
2

!���� +�� 21 d,d ������������������������(�������������'����������������)������������������ 1 2
1

| d d |
2

�
6��?���
�����������������������
������5��������������
�������	�����

6��������
-;6�����->�	���������������������������������������-�������;6

=�
"�-�������
-;6�/�
1

2
'	���)'������)�/

1
| BC || AD |

2
1

2. | BC BA |2(Area of ���� � �� �� �2| AD |
| BC | | BC | | BC |

� �
� � � �

+;3 )��@/"��
���%��>/"8��$�
%�������������������������
�����	���������5��"
�-���%����@>�

��
� ����OA i 4j 2k,OB 2i j 2k,OC 5j k� � � � � � � � �

=�
"�BA OA OB (i 4j 2k) (2i j 2k) ( i 3j)� � � � � � � � � � �

BC OC OB ( 5j k) (2i j 2k) 2i 6j 3k� � � � � � � � � � � �

*����
-;>"�
|AD|

sin � �
|BA|

� �������'�)

;,��������������������������������"�
|BA BC|

sin
|BA||BC|

�
� � �����'<)

*����'�)�&�'<)�
|AD| |BA BC| |BA BC|

|AD|
|BA| |BA||BC| |BC|

� �
� � � ����'4)

=�
"�
i j k

BA BC 1 3 0 i(9 0) j( 3 0) k(6 6) 3(3i j 4k)

2 6 3

� � � � � � � � � � � � �
� �

2 2 2| BA BC | 3 3 1 4 3 26� � � � � �

-���"� 2 2 2| BC | ( 2) ( 6) 3 49 7� � � � � � �
3 26

| AD |
7

� � �A������'4)B

�

� �
	

� �

�

	

�

�

�

� �

	 �








 


a

a

bb

�

� �
	

�� 7
7



�
��������	��
�������

��
��
��


�����������
��������������������

��������	�
��
��������	�������
�����	������������������	��
����
����������	
�	��
���������������	��	��
��������������
����	��������������������	���	���
����	�
���������������	����������������������	��
�������
�	��
���� �����������	����������

�������	��	����	��	������	�������	������������	�������	��������������������	�!
�����	�������
�
����������������	��
������	��	����	��	������	����������	����	�� �����"��������������	��
�	�������	�������	�����	�����������������������	��
����	���#�������	�������	������	�
�	��������������	�$	������	��
������������������
�������	��������������	�$	����
�	��
����

$��� �����	� $	����� �	��
��� ���$���� ��� ������ ������ �	��
��� �	� ��
��	��
�������������������������������%��	��
����������� �"���
����������
��
��"�
������

��
 �����������	����������������������������������	 ���
����"���

$���������������	��� �����	���������	���
����	���������	 �����
���"�������%
�	��
��������	���
����	�&��������������	���������	����������'(�

)�������������������������������������������*����	������"��������*��	�����������
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��0��� ��� c,b,a ������	
�����
��������	����������
����������
��� c).bxa( ����
�������
�����������������
�
���������
����� c,b,a ��	����������	������
� ]c,b,a[or)c,b,a(or]cba[ �

������� cba ���� c).bxa(

���1��2������
� (��������������

�'����2�
� (�� c,b,a � ���� �� ���34���� ���� ���
����� ������	� ������ �	� �'�� ��
�2�� ��� �'�

����

�
����������'� c,b,a �	������2���	���&�	��'��� �# c).bxa( 5����� c,b,a ���2

����&'��'������	6	��2����������	�� ��#� c).bxa( 5������ c,b,a ����2���
����'�����

	6	��2� ��� ������	�

������ ���� OCc,OBb,OAa ��� ��	�� n̂ �������

�	��� ��
���� �����	��
����� ��� ���� ���	�

��	��������
� b,a ��
������ b,a �� n̂ ���� ��

������ ��	���� �
��� � ��� ��
�����!���

c,b,a ��� � �� ������ ��	���� �
��� � ��

��
������� c � n̂ ������	������� �������������

���	������� �	����
� b,a ���
���������� c �

n̂ �"#$��� ���� �� ��� ���� ����� ��� ���

�����	��
�������� �%��	����������
����������

�������	����� b,a �

&��'	�(�������������� ��)*+����������������������������� �	����
�����
���� �	���������

c,b,a �����,����������������
����������������������������� �(�������������-�
�	���������	�

.OL .�

/�(�
�	������ (a b).c | a b || c | cos � ��� ��� � �� � 	 �� 	� �
 
� � � � � � � � � �� ��

| OC |
| a b || OL | from 0123 45� 6 01 6 45� 6 02 6

| OL |

� �
� 	 � 
 �� �
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7���� c).bxa( �*�������������)����� c,b,a ���� �����������	�����
��� ������
����+

��� c,b,a ���� ����������	�����
��� ������
��������	�*� c).bxa(c).axb( ��

�� c).bxa( ��*�

8������� �������	�	�	��������,��	���
���	
��*�.� cba �.

7���
�	���	� )�+���� c).bxa( ����������������	� c,b,a ���� �����������	�����
��� ������
�����

)��+���� c).bxa( ����	�����������	� c,b,a ���� ����������	�����
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�'����2��� �'����
�2����� �'�� �����'���������'� c,b,a � �	� ��3���2���	

��&�	� �	� ]|cba|[
6

1

������ ���� cOC,bOB,aOA ��� ��������
�9��� �	��������
���������������	�%!8:���
�������� cba ����
����������	������
����������
�������� ��*������������������	�%!8:���

OAB) plane  the toC fromlar perpendicu  theof(length  x OAB) of (Area
3

1
V ��

!��������%!8
1

(a b)
2

� �

��	����������������	��
�������� �:�����������	��%!8�;��-�
���	����:��	���������
���	���

a b	
(a b).c [abc]

| a b | | a b |

�
� �

� �
1 1 [abc] 1

V | a b | | [abc] |
3 2 | a b | 6

� �
� � � �� ��	 


�������	�
�	���
�������������	�������
�

��
��'����2�����'�������4���������

������������	� c,b,a � ���� ���
����� ���� * cba .58

������ <������������ c,b,a �����
����	���
=���	������ b,a �����	�	
����	������ c ������	��������	����	��������
� b,a ��	����	
�� c ��
�����	��
�������� bxa ������� 0]cba[0c).bxa( ��� �
:�	������
���������������� cba ��$�
=���	������ b,a �����	�	>�����	��	�	
����	������
������� 0bxa � �
8���� cba ��$��� bxa0c).bxa( �� ���������	��
�������� c �)���� 0c,0bxa �� +
8��� bxa � �������
���������	��
����� ��� �������	����	��������
� b,a ���	
����� �����(������� c � ����
�	��������	����	��������
� b,a �������������
����� c,b,a �����
����	���

����� ��� � cba ��$� ���	� c,b,a ���� 
����	��� )��+� �	
� �(����� c,b,a ���� ��������� )��+� �	
��	����

c,b,a ������>������
����

������'����2�,�� (�� c,b,a �����������	� �'��� b).axc(a).cxb(c).bxa( �� �

������ ��� 0cor0bor0a ��� ����	�������
���������� 0b).axc(a).cxb(c).bxa( ���
���� 0c,0b,0a ��� ��	��������������� c,b,a �����������
����	�����
�����
���	��������	�����	��������
� a&c;c&b;b&a �
��	
����
�����������	��
�	���	�	��������
����� c,b,a ������	������
��
���	� axc,cxb,bxa ����������	��
���������������	�����	����	
�� 0c).bxa( �
���� b).axc(a).cxb(c).bxa( �� �$
<������� c,b,a �����������	�	�
����	�����
�����
����*������������ ������������������������(���� c,b,a ����
���� �	����������
<������� c,b,a ���� �����������	�����
��� �
���	� Vc).bxa( �
<�	
�� c,b,a ���� �����������	�����
��� � a,c,b ��	�� b,a,c �������� ���������	�����
��� ��
���� Vb).axc(,Va).cxb( ��
���� Vb).axc(a).cxb(c).bxa( ���
<� �����
���� c,b,a ���� ��������	�����
��� ����	�(��
�	���� Vb).axc(a).cxb(c).bxa( ����
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�����7���

��6����� c,b,a ������
���������	 )cxb.(ac).bxa( � )��������?�?��	��?@?������	���
��	������+

������ )cxb.(aa).cxb(c).bxa( �� �������<�	
������������
�����
�  ��������

��,���'����2�$���� c,b,a ������������
�������� �	����������������	� ��������	� ]c,b,a[mn]cn,bm,a[ ll �

������ [ a,mb,nc] ( a x mb).nc m(axb).nc� �l l l

mn{(axb).c} mn[a, b, c]� �l

��$���'����2�;��(�� d,c,b,a �������6�,�������	��'��� ]d,c,b[]d,c,a[]d,c,ba[ ���

������ d).cxbcxa(d).cx)ba((]d,c,ba[ �����
�� d).cxb(d).cxa( �
�� ]d,c,b[]d,c,a[ �

��;�����
�������
��������������'�����'����2�
������� )k,j,i(

1k.kk).jxi( ��

7�	
�� ]ijk[]jki[]kij[]jik[]ikj[1]kji[ ���������

��-��'����2�-��(�� kcjcicc,kbjbibb,kajaiaa 321321321 ��������� ��'���

321

321

321

ccc

bbb

aaa

]cba[ �

������ 1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k

b x c b b b i(b c b c ) j(b c b c ) k(b c b c )

c c c

� � � � � � �

1 2 3

1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1 1 2 3

1 2 3

a a a

a.(bxc) a (b c b c ) a (b c b c ) a (b c b c ) b b b

c c c

� � � � � � �

��!��<�	�
������ rcqcpcc,rbqbpbb,raqapaa 321321321 ��������� �(����� r,q,p ���� ��

��������	�����
��� ����	�	
����	�����
���������	�� ]rqp[

ccc

bbb

aaa

]cba[

321

321

321

�

��"��'����2�!�� (�� c,b,a ���� �'���� ������	�� �'���  �#� )cxa()bxa()cb(xa ���

�� ��#� )axc()axb(ax)cb( ���

�������)�+���� r �����	
���
��������	� )c).bxa()cxb.(a()cb).(axr()}cb(xa.{r ���� �
� )cxa.(r)bxa.(rc).axr(b).axr( ���
�� 0)cxa(r)bxa.(r)}cb(xa.{r ����
�� 0cxabxa)cb(xa0}cxabxa)cb(xa.{r ���������
�� )cxa()bxa()cb(xa ���

)��+� )]cxa()bxa[()cb(xaax)cb( �������
���������� )axc()axb(cxabxa ����
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���������	�
�'����2�
� �'����������������������'���
������		��&��'���&'��'�������	�= a #�> b #�7 c #

�	� [r a b] [r b c] [r c a] [a b c]� � �  ��#� ]cba[)axccxbbxa.(r ��� �

������ ����;�����	
����	���	��������	�����!8:��	��%�������������	����������	
�����	

cOC,bOB,aOA ��� ��	�� rOP � �

����
�	�����	������������������
�;���������;�!�8�:�����
����	���

�� AC,AB,AP �����
����	��� 0]AC,AB,AP[ ��

�� 0]OAOC,OAOB,OAOP[ ����
�� 0)ac(x)ab).(ar(0]ac,ab,ar[ ���������
�� 0)axacxaaxbcxb).(ar( �����
�� 0)0axcbxacxb).(ar( �����
�� 0)axccxbbxa).(ar( ����
�� 0)axccxbbxa.(a)axccxbbxa.(r ������
�� 0)]axc.(a)cxb.(a)bxa.a[()axccxbbxa.(r ������
�� 0])aca[]cba[]baa([)axccxbbxa.(r ������
�� 0)0]cba[0()axccxbbxa.(r ������
�� ���� ]cba[)axccxbbxa.(r $

�� ]cba[)axccxbbxa.(r ��� � � � ��������������)A+

� [ r a b] [ r b c] [ r c a] [a b c]� � �

7���

��6������������	��
����������	
����� ����������	�����������	�������	�����������������	��

!) a +��8) b +��:) c +���� )|axccxbbxa|(

]|cba|[

��

������ �����������
��)A+��	��������,�����	�����������	���	�����	�� ������ �
B�����	��)A+��
�. axccxbbxa �� .��(�����

(axb bxc cxa) [a b c]
r. , which is in the normal form r.n p

| (axb bxc cxa) | | (axb bxc cxa) |

� �
� �

� � � �
�

�����������	��
����������	
����� ����������	�����������	�����
| [a b c] |

| (axb bxc cxa) |� �
����� ���� 
�������	� �,�����	� ��� ���� ���	�� �����	�� �������� ���� ���	���!)�������	+��8)�������	+�

:)
��
��
	+��������	��
�� AC,AB,AP ��$ 0
acacac
ababab
azayax

332211

332211

321
�

���
���
���

�

�� a � �� b �

�� c � �� r �

�
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�'����2���������
�����,�����	�����������	�������	����������!)a +��������������� c,b ���� ]cba[]cbr[ �

������ ����;�����	����	���	��������	�������	����������!) a +��	�������������� c,b

����%�������������	����������	
����
������� aOA,rOP �� �

�������	��;��	��������	�������
������� c,b,AP ������	�������������	���

�� 0]c,b,OAOP[0]c,b,AP[ ����
�� 0]cba[]cbr[0]c,b,ar[ �����
�� ]cba[]cbr[ �

����� ����:�������	��,�����	�����������	�������	�����������������	��!)����	��
+��	�������������

������
�����b�)����	��
+��c �)
��
	�

+��������	��
�� c,b,AP ��$ 0
ccc
bbb

azayax

321

321

321
�

���
�

<�2���?��'��������������������� �'���
�������������&��'�� 
���� r a tb, t R� � � ��������
�������
�������'���
���� r.c q is [ r b c] [ a b c]� �
�����?������������	�� r .c q� ��������
��� c ������	�� ����<�	
���������	��
�	���	��������	� r a tb,� �

�������������������������	� a ��	�����������������������
����� b and c �

��������
�����,�����	�����������	����� [ r b c] [ a b c]�
�'����2��� ������
�����,�����	�����������	�������	����������!) a +��8) b +��	�������������� c ���

� [ r b c] [ r c a] [a b c]� � �)��+� ]cba[)axccxb.(r ��

������ ����;���������	���	��������	�������	����������!) a +��8) b +��	�������������� c

����%�������������	����������	
����
������� bOB,aOA,rOP ��� �

�������	��;��	��������	�������
�������AP ��	��AB ����������������� c

�� 0]c,OAOB,OAOP[0]cABAP[ �����
�� 0)cx)ab).((ar(0]c,ab,ar[ �������
�� 0)cxacxb).(ar( ���
�� 0)cxacxb.(a)cxacxb.(r ����
�� 0))cxa(a)cxb.(a()axccxb.(r ����
�� 0])caa[]cba([)axccxb.(r ����
�� 0)0]cba([)axccxb.(r ����
�� 0]cba[)axccxb.(r ���
�� ]cba[)axccxb.(r �� ��[ r b c] [ r c a] [a b c]� �

�����������:�������	��,�����	�����������	�������	�����������������	���!)����	��
+��8)����	��
+��	�

������������������
����� c �)
��
	�

+��������	��
�� c,AB,AP ��$ 0
ccc

ababab
azayax

321

332211

321
����

���
�

�� r �

��a �

��c �

�� b ��

a

�

b

�

�

�

r

�c
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�
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��0��� (�� c,b,a �������6���������	� �'����'��������	���� �'�� �6��� )cxb(xaandcx)bxa( ������

��
�����������
���������	���� c,b,a �

�����
�� cx)bxa( ��������
���������	��
������������� bxa ��	�� c �

���������	���	������ )cxb(xacx)bxa( �
�������� 0cx)bxa( � ���)�+� c||bxa ������� c ���������	��
�����������	��
�	���	�	�� b,a

)��+� c,b,a ����� ������
������	��
����
)���+� b||a �(��	� 0c,0b,0a ���
)��+����������� c,b,a ������>������
����

����'����2�
��(�� c,b,a �������������	� �'��������� �'�� (axb )x c (a .c )b (b.c )a� � �

������ 7�	��
����� 0a � ���� 0b � ���� 0c � ����	�������
���������� (axb)xc 0 (c.a)b (c.b)a� � � �

7�	��������� a 0, b 0,c 0� � �

��@3��	�
��<������� b,a �����������������	� ab �� �������	�� 0bxa � � (axb)xc 0� �
Now, (c.a)b (c.b)a (c.a)( a) [c.( a)]a (c.a)a (c.a)a 0

(axb)xc 0 (c.a)b (c.b)a

� � � � � �� �� �

� � � �

��@3��	�����<������� b,a �����	�������������	�� c ����	��������������� ba 	

&�����������������	������
��(����'�� iaa 1� �� jbibb 21 �� �� kcjcicc 321 ���

/�(� )jxbia()ixbia()jbib(xiabxa 2111211 ����
���� kbak)ba(0)ba()jxi)(ba()ixi)(ba( 2121112111 �����

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 3

i j k

(axb)xc 0 0 a b i (0 c (a b ) j(0 c (a b ) k(0) a b c j a b c i

c c c

� � � � � � � � �

/�(�� 1 1 2 3 1 2 1 2 1 2 3 1(a.c)b (b.c)a [a i .(c i c j c k)](b i b j) [(b i b j).(c i c j c k)]a i� � � � � � � � �

���������
1 1 1 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2a c (b i b j) (b c b c )a i a c b i a c b j b c a i b c a i a b c j a b c i

(axb)xc (c.a)b (c.b)a

� � � � � � � � � �

� � �

7���

��6����� c,b,a ������	
�����
��������	������������ c)b.a(b)c.a()cxb(xa �� �

������� }b)c.a(c)b.a{(ax)cxb()cxb(xa ����� )���� ����������������� +

�� c)b.a(b)c.a(b)c.a(c)b.a( ���� �

����� ��� ����������������� ��	��
�������
����������(������

a)c.b(b)c.a(cx)bxa( �� ��(��
���������
�����	��������	����� b,a

c)b.a(b)c.a()cxb(xa �� ��(��
���������
�����	��������	����� c,b
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���'����2�����������'��� c,a)cxb(xacx)bxa( �� �������

��������� 0bx)axc( � �

����������� c)b.a(b)c.a(a)c.b(b)c.a()cxb(xacx)bxa( ����� �

�� c,ac)b.a(a)c.b( �� �����
����	����)���� cta � �����+

�� 0bx)axc(0c)b.a(a)c.b( ����

,���'��� �'��� c]cba[)ac()cb( ���� �� �	��&� �'�	������� �'��� 2]cba[]baaccb[ ���� A������ �� ����
�3

	����

������ (bxc)x(cxa) {(bxc).a}c {(bxc).c}a ( ax(bxc) (a.c)b (a.b)c)� � � ��

                  [b c a]c [b c c]a

                  [a b c]c 0 [a b c]c .......(1)

Now,[bxc  cxa  axb] [axb  bxc  cxa]

                         (axb).{(bxc)x(cxa)} [ [abc] a.(bxc)]

             (axb).

� �

� � �

�

� �

�

�

2

[a b c]c       [from (1)]  

((axb).c)[abc]

                       [a b c][a b c] [a b c]

�

� �

.coplanarnonalsoare)axc(),cxb(),bxa(thencoplanarnonarec,b,aif

0]cba[0]cba[thencoplanarnonarec,b,aIf:Conclusion 2

�

���


�
����
����
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�����
��������������,�������	���� d,c,b,a �����	
�C���
��������	������
�������������
��� )dxc).(bxa(

�������
���������
����������
���������C���
����� d,c,b,a �

����'����2����� d,c,b,a �����	
��������
��������	�;��� )c.b)(d.a()d.b)(c.a()dxc).(bxa( �� �
d.bc.b

d.ac.a

������ )dxc).(bxa( �
�	��������������������
�����������������
����� dxcandb,a

(a b).(c d) a.{b (c d)}[ (a b).c a.(b c)] a.{(b.d)c (b.c)d}	 � � � � � � � � � 
�

� )c.b)(d.a()d.b)(c.a( � ��)����� )d.b( ��	�� )c.b( ������
�����+

d.bc.b

d.ac.a
�

����� �	��������������������	��������� c ��	�� d ���� a ��	�� b �������'�	�����	�(������

2222 |b.a||b||a||bxa|)bxa(x)bxa( ��� �

���������������������,�������	����� d,c,b,a ������	
�C���
��������	�������
������������
��� )dxc(x)bxa(

���
����������
���������
���������C���
����� d,c,b,a �

,���'����2����� d,c,b,a ������	
�C���
��������	�;��� .d]cba[c]dba[a]dcb[b]dca[)dxc(x)bxa( ���� �

������ ���� mdxc �

� ,a)m.b(b)m.a(mx)bxa()dxc(x)bxa( ��� �

� a)dxc.b(b)dxc.a( �

� a]dcb[b]dca[)dxc(x)bxa( �� ���������)A+

!���	� }c]bad[d]bac{[)bxa(x)dxc()dxc(x)bxa( ����� �������� �)A+�

�� d]bac[c]bad[ �

� b]cba[c]dba[)dxc(x)bxa( �� ����������)�+

��� �)A+��	��)�+�� d]cba[c]dba[a]dcb[b]dca[)dxc(x)bxa( ���� �
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�����������
��������������������

�� a, b, c ����� d ���	�
�	��
��
�
���	�

���
���
����
��������
��
�������
��


(a d).(b c) (b d).(c a)� � � � � � 0 ����
��
��
�
�	��
��
� d �	��	�	�
��
�	�
�
�
�	�
�	


��
�	�
������	���
�� a, b ���� c ��	�
��	��

�
�� �������	
����
�����������OA a, OB b, OC c, OD d� � � �

����������(a d).(b c)� � ��

� � � �. DA.CB DA CBOA OD OB OC� � � � � �� � 0 0 ��������

�����������(b d).(c a)� � ��

� � � �. DB.AC DB ACOB OD OC OA� � � � � �� � 0 0 ��������

��������� �����!��"��"#$%���&����� d ���
��&�����&�"����������
���

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

�� �
������
�
��	�

��� a and b ����
��
��


���� | a.b | | a || b |� ��������� ������
!���	"����
��

����� | a b | | a | | b |� � � ��#������	���	"����
��

�
�� (��a 0 or b 0� � ��&����&��)��������*$�#����
�&�#%������##+�

,����

$����&��� | a | 0 | b |� � ��-&���
| a.b |

| cos | 1
| a | . | b |

� � �

.��"�� | a.b | | a || b |�

��������
�%��� 2 2| a b | (a b) (a b).(a b)� � � � � � �� a.a a.b b.a b.b� � �

�� 2 2| a | 2(a.b) | b | ,� � ��,"�#���/��%$"���
�"���$�������

2 2| a | 2 | a.b | | b |� � � � ( x | x |, x R)� � ��

2 2| a | 2 | a || b | | b |� � � ������������� 2(| a | | b |)� �

.��"�� | a b | | a | | b |� � �

����������	 
��
����
	 ��	 ������	 �������
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$� %� ��� 
�	��	�
�
���
���&'��������(�����	� 
�	� �	��
���
�� 
�	� ���	��'���&�����&'

�	��	�
��	����)�
�	� 
��
� a b c (OA OB OC ) (OG)2 2 2 2 2 2 23 9� � � � � � ���	�	� *+*� ��

�����
�
�

�
�� �����&�����
���������"�
�
���������
�������OA, OB, OC �


#
�� a, b, cBC CA AB� � � ,

���
��&��"������%�����
��
OA OB OC

OG
3

� �
� �

OG OA OB OC3� � � �

OG (OA OB OC)2 29� � � �

0�.�,� (OA OB OC ) (OG) (OA OB OC ) (OA OB OC)2 2 2 2 2 2 2 23 9 3� � � � � � � � �

OA OB OC OA OB OC OA.OB OB.OC OC.OA2 2 2 2 2 23 3 3 2 2 2� � � � � � � � �

OA OB OC OA.OB OB.OC OC.OA2 2 22 2 2 2 2 2� � � � � �

[OC OB OB.OC] [OA OC OA.OC] [OA OB OA.OB]2 2 2 2 2 22 2 2� � � � � � � � �

(OC OB) (OA OC) (OB OA) BC CA AB a b c L.H.S
2 2 22 2 2 2 2 2� � � � � � � � � � � � �
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-� .	
� a 2 i 3 j k, b 4 i j� � � � � � ���� c i 3 j 7k� � � �� ����� 
�	� �	�

�� r ����� 
��


r.a 9, r.b 7� � ������ r .c 6�

��������	���� r x i yj zk� � �

1�! r.a 9 (x i yj zk).(2 i 3 j k) 9 2x 3y z 9� � � � � � � � � � � �����������

r.b 7 (x i yj zk).(4 i j) 7 4x y 7� � � � � � � � � �����������

r.c 6 (x i yj zk).( i 3 j 7k) 6 x 3y 7z 6� � � � � � � � � � � ���������2�

,�#���)��&�
���*$�����
�!��)���3����+�2��4��'�

� r i 3 j 2k� � �

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

/� ��������
��	�

��
�
�
�
����

�
�	��	�

�� i j k� �3 2 6 �����
���������
��
�	��	�

��

i j k� �2 ���� i j k� �

����� ���	���� a i j k , b i j k , c i j k� � � � � � � � �2 3 2 6

���� r �5������"����"�/#������!��&� a, b ���%����&�)���#���� c �

-&�� r xa yb� � �!&����3�+�����
"�#��
��
#
�� r.c and | r |� �0 1 ������������

1�!�� r xa yb x( i j k) i y( i j k)� � � � � � � �2

r ( x y) i (x y) j (x y)k.......( )� � � � � � �2 2

������������� r.c [( x y) i (x y) j (x y)k].( i j k)� � � � � � � � �0 2 3 2 6

( x y) (x y) (x y)� � � 	 � � �3 2 2 6 0

x y y x
 � � 
 � 	14 7 0 2

Also from ( ), | r | ( x y) (x y) (x y)� � � � � � � �2 2 21 1 2 1

( x y xy
 � �2 24 4 ) (x y xy) (x y xy) x x x� � 	 � � � � 
 � � 
 �2 2 2 2 2 2 22 2 1 9 1 10 1

x� � �
1

10
.��"��+��'�3��� �

2

10

From ( ) we get r ( j k)� � � �
1

2 3
10
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0� ��� c,b,a �������	�
���
���������	������� � � � �(a b) c (c.a)b (c.b)a

�
�� 6����7�� 1 2 3 1 2 3 1 2 3a=a i+a j a k, b=b i+b j b k, c=c i+c j c k� � �

2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 21 2 3

1 2 3 2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

i j k

a b i (a b b a ) j(a b b a ) k(a b b a )a a a

b b b i (a b a b ) j(a b a b ) k(a b a b )

� � � � � � � �

� � � � � �

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

1 2 3

i j k

(a b) c a b a b a b a b a b a b

c c c

� � � � � �

����� 3 1 1 3 3 2 1 2 2 1i[(a b a b )c c (a b a b )]� � � �

�������
2 3 3 2 3 1 1 2 2 1j[(a b a b )c c (a b a b )]� � � �

������� 2 3 3 2 2 1 3 1 1 3k[(a b a b )c c (a b a b )]� � � �

3 1 3 1 3 3 1 2 2 2 1 2i [a b c a b c a b c a b c ]� � � �

�� 2 3 3 3 2 3 1 2 1 2 1 1j[a b c a b c a b c a b c ]� � � �

� � � 2 3 2 3 2 2 3 1 1 1 3 1k[a b c a b c a b c a b c ]� � � � ��������������

(c.a)b (c.b)a�

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3(c a c a c a )(b i b j b k) (c b c b c b )(a i a j a k)� � � � � � � � � �

1 1 2 2 3 3 1 1 1 2 2 3 3 1i[(c a c a c a )b (c b c b c b )a ]� � � � � �

1 1 2 2 3 3 2 1 1 2 2 3 3 2j[ (c a c a c a )b (c b c b c b )a ]� � � � � � �

1 1 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3 3k[(c a c a c a )b (c b c b c b )a ]� � � � � �

1 1 1i ( a b c� 2 1 2 3 1 3 1 1 1a b c a b c a b c� � � 1 2 2 1 3 3a b c a b c )� �

1 2 1 2 2 2j( a b c a b c� � � 3 2 3 2 1 1 2 2 2a b c a b c a b c� � � 2 3 3a b c )�

1 3 1 2 3 2 3 3 3k(a b c a b c a b c� � � 3 1 1 3 2 2 3 3 3a b c a b c a b c� � � )

3 1 3 1 3 3 1 2 2 2 1 2i (a b c a b c a b c a b c )� � � �

2 3 3 3 2 3 1 2 1 2 1 1j(a b c a b c a b c a b c )� � � �

2 3 2 3 2 2 3 1 1 1 3 1k(a b c a b c a b c a b c )� � � � ��������������

��������� ����

(a b) c=(c.a)b (c.b)a� � �

� ���������
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1� �2�� a = i 2j + k,b = 2i + j +k, c = i + 2j k� � �
�	������� a×(b×c) 
���3 (a×b)×c 3�

�
�� ������ kj2ic,kji2b,kj2ia ���������

���-�����%� a (b c)� � �����
��!��&����������%� b c� �����������&��5��"7���

i j k

b c 2 1 1

1 2 1

� �
	

i ( 1 2) j( 2 1) k(4 1)� � � � � � � � 3i 3 j 3k� � � �

i j k

a (b c) 1 2 1

3 3 3

� � � � 	
	

i ( 6 3) j(3 3) k(3 6)� � � � � � �

9 i 6 j 3k� � � �

���-�����%� (a b) c� � ��!��&����������%� a b� �����������&��5��"7���

i j k

a b 1 2 1

2 1 1

� � 	

i ( 2 1) j(1 2) k(1 4)� � � � � � � 3i j 5k�� � �

i j k

(a b) c 3 1 5

1 2 1

� � � � �
�

i ( 1 10) j(3 5) k( 6 1)� � � � � � � �

11i 2 j 7k�� � �

| (a b) c | | 11i 2 j 7k |	 � � � � � �

2 2 2( 11) (2) ( 7) 121 4 49 174� � � � � � � � �
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4� ���a = i 2j 3k, b = 2i + j k, c = i +3j 2k� � � � �������
��������� � � � � �a (b c) (a b) c

��

i j k

b c 2 1 1 i ( 2 3) j(4 1) k(6 1) i 3 j 5k

1 2 2

� � � � � � � � � � � � �
�

i j k

a (b c) 1 2 3 i ( 10 9) j(5 3) k(3 2) i 8 j 5k

1 3 5

� � � � � � � � � � � � � � � �

i j k

b c 1 2 3 i (2 3) j( 1 6) k(1 4) 5 i 5 j 5k

2 1 5

� � � � � � � � � � � � � �

i j k

(a b) c 5 5 5 i (10 5) j( 10 5) k(15 5) 5 i 15 j 20k

1 3 2

� � � � � � � � � � � � � � �
�

a (b c) (a b) c� � � � � �
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5� 2�� a,b ���� c � �	��	�	�
� 
�	��	�
��	��&��'��������	��	�
��	���
����&'��� 
�	����
�	


��
��� (a b) (b c) (c a)� � � � � �����
���	�
�	���	��
����&'��

�
�� ���	
����
����������OA a,OB b, andOC c� � � ��-&��

AB OB OA b a and AC OC OA c a� 	 � 	 � 	 � 	


���������
���6�
1

AB AC
2

�

2(Area ABC) AB AC | (OB OA ) (OC OA) |� � � � � � � � (b a) (c a)� � � �

| b c b a a c a a | | b c a b c a 0|� � � � � � � � � � � � � � � (a b) (b c) (c a)� � � � � �

.��"��/����%��&����
$#��

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

�7� 2�� � � �a = i j k,c = j k then find vector b such that a ×b = c and a.b = 3

�
�� ������ a = i + j+ k,c = j k� ���%� a.b = 3

����� 1 2 3b = b i + b j+ b k

1 2 3 1 2 3a.b = 3 ( i j k).(b i + b j + b k) 3 b + b + b 3..........(1)
 � � � 
 �


#
��

1 2 3

i j k

a b c 1 1 1 ( j k)

b b b

� � 
 � 	

3 2 3 1 2 1i (b b ) j(b b ) k(b b ) j k
 	 	 	 � 	 � 	

3 2 1 3 1 2i (b b ) j(b b ) k(b b ) j k
 	 � 	 	 	 � 	

8*$����)��&��"�����"����
���� i, j, k ���
/�"����#+�!��&���

3 2 1 3 1 2b b 0; b b 1 ;(b b ) 1� � � � � �

3 2 1 3 1 2 1 2b b ; b b 1 ; b b 1 b 1 b .............(2)� � � � � � � � �


#
������������
1 2 3 2 2 2 2 2 3

2
b b b 3 (1 b ) b b 3 3b 2 b b

3
� � � � � � � � � � � � �

.��"��� 1 2
2 5

b 1 b 1
3 3

� � � � �

��0�*$���%���"����
1 2 3

5 2 2
b = b i + b j+ b k = i + j+ k

3 3 3
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��� .	
� 1e ����� 2e �(	����
��	�

�����������������	����2�� 1 2
1

e e sin
2

� � �� 
�	���������

�
�� ������ 1 2e , e �����$������"���
���%� 1 2(e , e ) � � 
#
��� 1 2 1 2
1

e e sin e e 2sin
2

� � ��� � � ��

2 2
1 2e e (2sin )
 	 � 
� 2 2 2

1 2 1 2( e e 2e .e ) 4sin ( )
 � 	 � 
�
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