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�
��� HA + HB + HC = 2HO ��

�� OA+OB+OC= OH

���� ���������	���
�����
�������������
��������������������

���
������������������������ HA,HB,HC,HO and HH 0�

���������
�������������������
��� HA HB HC
HG

3

� �
� ��������� 

�!����"��	��"��
����
��������������#�����HO �����
��������$%�

2HO HH 2HO 0 2HO
HG

2 1 3 3

� �
� � � �

�
� ���������� �$ 

&��'��� ���$ ��� HA HB HC 2HO
HA HB HC 2HO

3 3

� �
� � � � �

������� ����(��#���

)�"���������� HA HB HC 2HO� � �

(HO OA) (HO OB) (HO OC) 2HO� � � � � � � OA OB OC 3HO 2HO� � � � �

OA OB OC 2HO 3HO HO OH� � � � � � � �
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�� ������	 �! "�����#����������
��$�
����� ����
����� ��	�����	����$���
%��&����

'�
���&�$�
����
��������($��� DA + DB + DC �
��������� DP ,DQ ����� DR

�

����� �PA + QB + RC =  �������
���� �

���� �� �*����	��+�����
���������������������

������
��'���(����������
DA DB

DP DA DB 2DP......(1)
2

�
� � � � �

,�����
��'���(����������
DB DC

DQ DB DC 2DQ......(2)
2

�
� � � � �

-�����
��'���(����������
DC DA

DR DC DA 2DR......(3)
2

�
� � � � �

(1) (2) (3) 2(DA DB DC) 2(DP DQ DR) DA DB DC DP DQ DR� � � � � � � � � � � � � �

��� ���#����
���PA +QB+RC=

)�"� PA +QB+RC=(DA DP) (DB DQ) (DC DR)� � � � �

=(DA DB DC) (DP DQ DR) 0� � � � � � ������'���  0�� �

........................................................................

)� ��� a + b + c = �� � � � � � � � ����� a, b, c ��������*��$������%�������������������

a + b + c + d = 0 �

���� ��#����
��� a b c d� � � � ������������� �!���� b c d a� � � � � d a b c� �� � �

)�"��� ��� a b c ( a b c) a b c� � � � � � � � �� �� ��

(1 )a (1 )b (1 )c 0� ��� � � � � � � �

��#����
��� a, b, c �������/�(!�����#�������������.	
01������2	01

��	�0�.������	
0�����.� 
0����
�0�.�

(1) a b c ( 1)d a b c d 0� � � � � � � � � � �

�
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3 3
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+� ��	'�
���$��������,��������-�����.����������
�����$�
�������	�����	'���$���
%��&

������
����
�� AL ����� AM �
��������� AB ����� AD �

��� ���� AM /� AD 0 LM

���� ���+������(���!!�!����' AB DC,AD BC� � �

������4���
�������������������������
��� AB b� ���� AD d�

������
��'��(���������
�������BC
1

BL LC BC
2

� � �

5�����
��'��(���������
�������DC
1

CM MD CD
2

� � �

� � 1 1
AL AB BL AB BC AB AD

2 2
� � � � � � d

b
2

� � ����������� 

)�"� 1 1 b
AM AD DM AD DC AD AB d

2 2 2
� � � � � � � � ���������$ 

�� �&��'����5� AL LM AM LM AM AL� � � � �

b d d b d b
= d + b +

2 2 2 2 2

� � � � �
� � � �� � � �

� 	 � 	

��#����
���AM AD LM� � �

b d b b d b
d (d) d d

2 2 2 2 2

� ��
� � � � � � � � � � �	 


� �
�

d 3
d = d + d

2 2
�� � �

3
=

2
�

........................................................................

1� ����������
���$���� ���
�������
,
��������������
������(�����$������������������

���2����
���������)���
�� 
�� ����3�#4�*5��4��
����
�������������� ����$�
���!�
6����!�������2�+���
���
������$�������� ���3�#4�*75�4��
����
�������������

����$�
���"��5($�������%������ OQ �
���������� i ���� j ���8��%������� XOP = 45º �

���� 6
��(����������������������"�!	���������������7�����������
��)�-6��/8�96���������

| OP | 3units� � ����� XOP = 45º

OP (3cos 45º ) i (3sin 45º ) j� � �
3 3

OP i j
2 2

� � � �� � � �  �
� � � �

�!��� | PQ | 4units�

PQ �'�	����7:;�"��
�</�=���

PQ 4cos(135º ) i 4sin(135º ) j� � �
4 4

i j
2 2

�
� �

3 3 4 4
OQ OP PQ i j i j

2 2 2 2

� � �� � � � � �� � 	 � 	 	 	
 ��  �  
 �� � � � � �� �
� �i 7 j 1

i 7 j
2 2
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9� 4��� $�
��� � �� �� �:�����;� ���� ���� ����� OA = a,OB = b,OX = 3a � ���� OY = 3b.

6
��� BX ���� AY �
��������� a ���� b ��6������ �
������$�
���!��
%
��� AY 
���������
�

��)��5($��� BP 
��������� a ����� b

���� ��#���OA = a, OB = b,OX = 3a,OY = 3b

BX = OX OB = 3a b� � B AY = OY OA = 3b a� �

����#����� AY �����
���������%7���������������#�������������
1(OY) 3(OA)

OP =
1 3

�
�

3b 3a

4

�
�

)�"� 3b 3a
BP = OP OB b

4

� ��
� � �� �

	 

3b 3a 4b 3a b

4 4

� � �
� �

........................................................................

<� 4���$�
���5��
%
��������,�����!"�
��������&�
���������
����������#�
���&�$�
������

��������
���!"�����6�
���$�
������"#����������"6�6#/���������������56�
�$����������
!#�

���� ����C�C�4���
������������ OP p,OQ q and OR r� � �

8���#������,�����
���������%$

��������������������8���� 1(q) 2(p) 2p q
OE

1 2 3

� �
� �

�

�!����&������(��������,-���
��
���,&%&-0$%�

��������������������&����
2( r ) 1(q) q 2r

OF
2 1 3

� �
� �

�

6��!��'��
���8&DD�-�"��
�#������
�"��
��� EF 0� PR ����-

)�"��
q 2r 2p q

EF OF OE
3 3

� �� � � �� � � �� 	 � 	

 � 
 �

� � � �2 2 2
r p OR OP PR

3 3 3
� � � � �

2
EF PR

3
� � ������ EF ���(���!!�!���� PR

........................................................................

=� ��� c,b,a � ����!�>?� ��� ����%���
���� � 	� ��$���
%��&� ������	� ����� �
��� ����%�����

�@���
������ �������
��� �����,�� ����%����(���

���� ������4���
�������������������������
��� cOC,bOB,aOA ���

����+�4���
��'���(�������� BC � OB OC 1
OD (b c)

2 2

�
� � � �

���
��#������E�����������
��'�������
����
� )a(A ����� 1
D (b c)

2
� ��� �
	 


���

r (1 t)OA t(OD), t R� � � � � Rt),cb(
2

1
ta)t1(r �����

3 3 ,

-

� 8

&

�%$

�%
$

� �

A(a)

+3
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A� ������� �5�
������
�$�
�������������6�
���$�
������������������ OF = 2FA �����	�


����$�
������ 
�������
�������5������6 �������
����������
�?��	�	5������	�	6

���� ����C�C�4���
������������������������� OA a,OB b� �

8�����
��'��(���������� � �1
OE a b

2
� � �

�!���&������(�������������
��
���OF 2� FA

�&���#������������
��������$%�

� �2 a 1(o) 2
OF a

2 1 3

�
� � �

�

������
��(������������������������8������&�

��������#������8�����
���������%�

� � � � � � �1
a + b1 OE 0 2OC ..........(1)

1 1

� �
� �

� � � �

��������#������&�����
�����������

�
� � � � � �2

a 1 b
OF 1 OB 3OC OC ..........(2)

1 1

� �� �� 	� � 
 ��  �
� � � �

&��'��� �F��$ �
� � � � � �2

a b1 a + b 3
2 1 1

� �
�

� � � �

8E��������
���������������� a "������
1 2

. ........(3)
2( 1) 3 1


�

� �  �

8E��������
���������������� b "������
1 1

........(4)
2( 1) 1

�
� � � �

&��'��7 ��
2

.
3 1

�
� �

1

1
�
� �

2 3
1

3 2
� � � �� �

&��'��@ �
1 1

32( 1)
1

2

�
� � � �� �

� �

1 2

2( 1) 5
 �

� � �@��2� 0:��
5 1

1
4 4

�� � ���

������#������8�����
��������
1

1: 1: 4 :1
4

� � � ���%�80@%�

�!�������#������&�����
��������
3

:1 :1 3: 2
2

� � � ���%�&07%$

�

� �

3

3

&

8

G

G
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�B� ��	'�
������$�C
���
����
����������	'�����$���������!��%��8&�%�����������������

�����
��$�
����������
����� �	'���������
�������
�����������
�,�������������
�����

���� ���+���������(�H��'��������(���!!�!����+�

���� A(0) �4���
�������������
��� AB = b, AC = c ���� AD = d

)�"� DC AC AD c d� � � � ���� AB | | DC � �b c d .........(1)� � � � ������'����1���-

8E�����������
���������!� AC ��� r (1 t)0 tc ,� � � �"
�����������!�� � r tc� ���������$ 

8E�����������
���������!� BD ���� r (1 s)b sd� � � ��������7 �������'����!�����-

������4���
��(������������������������
���������!����������+���������������� AP r�

&��'��$ ������7 � tc (1 s)b sd� � �

tc (1 s) (c d) sd� � � � � � �����'��� � tc (1 s) c [ (1 s) s]d� � � � � � � �

8E��������
���������������� c ����� d ����4��
�������"�����

�0��.� ���������.� .�01����2��0� s
1

�
� �

� �

)�"�� 1
t (1 s) 1

11 1

�� � � � �� � � �� � � � � � � ��� 	 � 	 � �� � � �
 � 
 �

&��'��$ �� AP r c
1

�� �� � 	 
� �� �
6��!��'��
���5���)������!!������"���
�"��
��� � �PM NP� �

5�����
��'��(������������ 1
AM b

2
� �

)�����
��'���(��������DC� � �1 AC ADAN c d AN
2 2

� 	
� 
 �� � �
�

)�"�
1 1

PM AM AP b c (c d) c
2 1 2 1

� � �� � � � � � � �� �� � � �� �
�����'��� 

0 c d
2 1 2

� � �� �� �
 �� �� �

2 2
c d

2( 1) 2

� �� �� � � �
� �� 	

� �
 �

2
c d

2( 1) 2

� �� � � �
� �� �

� �� �

1 d
c ........(4)

1 2

� �� �� �� � � �� �� �� �� �

)�"� 1 1 1
NP AP AN c (c d) c d

1 2 1 2 2

� �� � � �� � � � � � � �� 	 � 	� � � �
 � 
 �

����������������
2 1 1 1 1

c d c d.........(5)
1 2 1 2

� � � � � �� � � �� � � �� 	 � 	� � � �
 � 
 �

&��'��@ ������: �� � �PM NP� � ����1���-

�5���)������!!�����

������
��'��(���������(���!!�!���������������(�H��'������
��(������������������������
���������!�
�����!!������

�

+ �

�
5

)

�3

(O) (b)

(c)
(d)
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���������������������������������	���
����������	
������
��
�����
���

��� a �� a ��� ���� a �� 	
�� �� ����
�� 	���������������� 	
�� �� ��	�	
�� ����� ���� ����
� ��� ���� ��
�

������ a ���� a �������� a ������	�����	�����	
�������	���������������������
��

������������������ �����!�������������"���#�!���$�%��&����$'

���
������������� a �� b ���
��������	�	
����������������
�� b,a �	
���������	
�

��

�� � b �	��� b �	
���������	
���
�	��������� b,a �	
���������	
�

���
��������������� !�
������
� b,a 	
���������	
����a ��b�0 ���
��������	�	
���������������!�
��

��

����������"#$$���� b,a 	
���������	
�
�� a �� b ���
��������	�	
����
�� a �� b � 0 ����% a &�� b � 0 ��������������������
���a �� b � 0 ����
������'������

������ (���
������#$$������	��� a �� b � 0 ���
��������	�	
���������������!�
��
)�����'������� a �� b � 0 ���� a ��� b � a ��%�*�& b � �� b,a �	
���������	
�

���
������������� b,a �	
��+�����!�
��	��������������	
�����
������� 0byax �� ����'����'�

��

���,������	�� b,a �	
�������������	
�����
��
-����������
	
���#$$������	����'������ 0byax �� �� byax �� � b)x/y(a ��
�� b,a �	
���������	
�
��������	�����
	�������
.����������#$$����������	����'�����	��������'
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